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研究成果の概要（和文）：４次元多様体と呼ばれる４次元の空間を位相幾何学（トポロジー）の観点から研究し
た。特に、４次元球面に埋め込まれた曲面（曲面絡み目）の外側の位相的な構造を知るために、円周値モース理
論と呼ばれる道具を用いてファイバー束からのずれを測る量（モース・ノビコフ数）を定義し、その振る舞いを
詳しく研究した。また、具体的な曲面絡み目について実際にモース・ノビコフ数を計算した。

研究成果の概要（英文）：We studied the topology of 4-dimensional spaces, which are called "
4-manifolds". In particular, we defined and investigated the Morse-Novikov number of a surface-link 
(a surface embedded in the 4-dimensional sphere), which measures the difference between the 
complement of the surface-link and a fiber bundle. We then computed the values of the Morse-Novikov 
numbers of several examples of surface-links. 

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 曲面絡み目　Morse-Novikov理論　4次元多様体　Lefschetzファイバー空間　ファイバー構造　井上曲面
　複素多様体

  １版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
モース・ノビコフ数は古典的な絡み目（３次元球面に埋め込まれた複数の円周）に対して2001年に定義されてい
た。本研究では、モース・ノビコフ数を曲面絡み目やさらに高次元の絡み目に対して定義し、様々な性質を明ら
かにした。本研究に何らかの学術的意義があるとすれば、それは「高次元絡み目のモース・ノビコフ理論」とよ
ぶべき新たな研究領域を拓いた点であろう。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
４次元多様体のトポロジーは、1980 年代初頭に現れた Freedman による単連結位相多様体の

分類理論と Donaldson による反自己双対方程式の可微分多様体への応用によって、他の次元と
は著しく異なる様相を呈していることが明らかにされた。Donaldson の理論の後も Seiberg-
Witten 理論や Fintushel-Stern・Gompf による構成法の研究が現れ、４次元多様体の微分構造
の多様性や交叉形式に関する制約などが示されている。しかし、幾何化予想をはじめ大きな予想
が次々と解決されている３次元多様体のトポロジーに比べ、４次元多様体は単連結なものに限
っても完全な分類には程遠いのが現状である。 

Lefschetz ファイバー空間はもともと Lefschetz が非特異射影多様体のトポロジーを研究した
際に導入した Lefschetz ペンシルに由来する概念である。４次元トポロジーにおいては、楕円曲
面の微分同相類に関連して種数１の Lefschetz ファイバー空間が詳しく研究されていたが、1998
年に Donaldson と Gompf により４次元シンプレクティック多様体との密接な関係が明らかに
されるに至り、種数２以上の場合の研究が本格化した。４次元多様体に Lefschetz ファイバー空
間の構造を考えることの利点は、モノドロミー表現を通して曲面の写像類群との密接な関係が
生じることである。すなわち、４次元シンプレクティック多様体の位相幾何学的な研究が、写像
類群の元の組み合わせ的な研究に帰着される。 
研究代表者は松本幸夫氏（東京大学名誉教授）による種数２の場合の先駆的な研究に影響を受

け、1997 年頃に Donaldson や Gompf らとは独立に Lefschetz ファイバー空間の研究を開始し
た。初期の研究では、超楕円的 Lefschetz ファイバー空間の局所符号数公式や写像類群の関係子
を用いた方法などにより、Lefschetz ファイバー空間の符号数の計算法を確立した。その後の研
究では、モノドロミー置換や一般チャート理論とよばれる手法を詳しく研究し、Lefschetz ファ
イバー空間の構成的側面の解明に努めた。一方、国内外の研究動向に目を向けると、Lefschetz
ファイバー空間の研究は様々な方向へ発展していることがわかる。とりわけ進展著しいのは、
Seidel によって創められた（４次元とは限らない）Lefschetz ファイバー空間の有向深谷圏の研
究や、３次元接触多様体のオープンブック分解や Stein 充填との関連などであろう。しかし、こ
れらはむしろホモロジー的ミラー対称性や接触構造のほうに軸足があるように思われる。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、Lefschetz ファイバー空間を中心とする４次元多様体のトポロジーを解明す

ることである。Lefschetz ファイバー空間の研究は４次元以外の次元においても広がりをみせて
いるが、４次元トポロジーにおける Lefschetz ファイバー空間の重要性が減ったわけではない。
応募者のこれまでの研究を深化・発展させ、Lefschetz ファイバー空間の位相構造・微分構造・
不変量を、主に写像類群の表示・コサイクル・表現との関係から研究する。また、その他の４次
元多様体に関する研究にも積極的に取り組む。具体的な研究課題として次の３つを挙げる。 
(1) Lefschetz ファイバー空間の構成法と分類に関する研究 
(2) Lefschetz ファイバー空間の新しい不変量の探求 
(3) ４次元トポロジーにおける新たな手法の開発や研究対象の創出 
応募者のこれまでの研究は、Lefschetz ファイバー空間の符号数と構成法に関するものが主であ
った。一方、これら３つの課題では、Lefschetz ファイバー空間のより強い不変量の構成や同型
類・微分同相類に関する分類、４次元トポロジーにおける新手法の開発などを目指す。 
 
３．研究の方法 
上記の項目２で述べた研究の目的を踏まえ、実際の研究を行う際に採った研究方法は以下の

ようなものである。 
(A) チャート表示を用いた Lefschetz ファイバー空間の同型判定および不変量の構成 
(B) ２次元結び目およびスライス円板への Morse-Novikov 理論の応用 
(C) ポシェット手術の一般化とその性質の解明 

これらの研究方法のうち、(A)は項目２の(1), (2)に対応しており、(B), (C)は項目２の(3)に対応し
ている。 
 
４．研究成果 
項目２で述べた３つの研究課題のうち、特に(3)に関して芳しい進展がみられた。また、(1), (2)

についても限定された状況のもとで一定の成果が得られた。(3)について、具体的に得られた結
果を以下に詳述する。(1), (2)については今後さらに研究を継続し、一定の成果が上がった後に公
表する予定である。 
 Andrei Pajitnov 氏（ナント大学）と行った共同研究では、円周値 Morse 理論を曲面絡み目に適
用することにより曲面絡み目の Morse-Novikov 数を定義し、その様々な性質を解明した。まず曲
面が球面である場合に、曲面結び目のサドル数と Morse-Novikov 数の間に成立する不等式の証
明、古典的結び目とそのスピン結び目の Morse-Novikov 数の比較定理の証明、曲面結び目の



Morse-Novikov 数の Novikov 捩れ数による評価などを行い、この研究領域の基礎を確立した。次
に曲面が球面とは限らない場合に上記の諸結果を拡張し、さらに高次元化を行った。これらの研
究により、ある種の曲面結び目の Morse-Novikov 数を決定することが可能となった。例えば、ch
指数が 10 以下の２次元結び目は全部で６つあるが、そのうちの５つ（01, 81, 101, 102, 103と表記
される２次元結び目）の Morse-Novikov 数は 0 であることが示された。残り１つの２次元結び目
（Fox 結び目と呼ばれるもので、91と表記されるもの）の Morse-Novikov 数も２または４である
ことまでわかっている。また、特定の性質を持つ２次元結び目の Morse-Novikov 数が完全に決定
できる場合があることもわかった。例えば、トンネル数が１であるような非ファイバー結び目の
スピン結び目の Morse-Novikov 数は必ず４であることが証明されている。 
 当初の計画にはなかったが、研究者どうしの議論から発展した以下の研究も実施した。 
 Andrei Pajitnov 氏（ナント大学）との新しい共同研究により、既存のものとは異なる井上曲面
の一般化を構成した。井上曲面は円周上の３次元トーラス束の構造を持っており、その一般化で
ある Sankaran, Oeljeklaus-Toma, 申請者らの多様体は s 次元トーラス上の N 次元トーラス束の構
造を持っている。従って、これらのファイバー束のモノドロミーは SL(N,Z) の互いに可換な s 個
の元から成る。Sankaran, Oeljeklaus-Toma らによる井上曲面の既存の一般化のモノドロミーはす
べて対角化可能な行列であるが、研究代表者らの構成した多様体のモノドロミーは対角化可能
であるとは限らず、その標準形は非自明なジョルダン細胞を持つことがある。この点が研究代表
者らの新しい多様体の最も顕著な特徴と言える。 
 芥川和雄氏（現・中央大学）・Harish Seshadri 氏（インド理科大学院）との共同研究では、４次
元球面上の正の Einstein 計量の山辺不変量に関する Gursky の間隙定理を拡張した。 
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