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研究成果の概要（和文）：単位的C*環のある種の部分構造が一般ジャイロ構造を満たすことを示し，ユニタリー
不変ノルムにかかわる等距離写像を決定した。1970年代からの懸案であり，不十分な結果のみが知られていたプ
シッツ環に対するRao-Royの予想を肯定的に含む結果の証明に成功しRao-Royの予想を最終的に解決した。リプシ
ッツ環や連続微分可能関数からなる空間上の各種ノルムに対する等距離写像を研究し，多くの場合にその形を決
定した。関数環とC*環のテンソル積においてエルミート写像を調べ，それを用いて等距離写像を決定した。

研究成果の概要（英文）：We prove a certain substructure of a unital C*-algebra has a generalized 
gyro structure. Applying it, we exhibit the form of surjective isometries. We studied the old 
conjecture of Rao and Roy in 70's on isometries on Banach algebras of Lipschitz maps on compact 
metric spaces. Finally we succeeded to prove a result which contains the conjecture. We studied 
isometries on the space of Lipschitz maps and the space of continuously differentiable maps. We 
exhibit the form of surjective isometries on these spaces with respect several type of norms. We 
showed the form of Hermitian operators on a Banach space of the tensor product of a function algebra
 and C*-algeberas. Applying it we exhibit the form of surjective isometries on such Banach spaces.

研究分野： 関数解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
等距離写像は1932年のバナッハの研究以来盛んに研究されてきた。各種のバナッハ環やバナッハ空間の間の等距
離写像が決定される中で，バナッハ環の等距離写像の研究において，リプシッツ環に対するRao-Royの予想の解
決は40年以上の長年の課題であった。これを肯定的に解決できたことは，今後のこの分野の発展に大きく寄与す
ると期待できる。ジャイロ構造の研究はそれ自身でも興味がある対象であるが，それを用いた等距離写像の研究
が進展したことはこの分野で特筆される。バナッハ空間のテンソル積の間の等距離写像の研究はまだ未開拓の部
分も多く，今後の発展が期待されている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
バナッハ環の間の写像が与えられた構造を保存するときに，その写像は他のどのような構造や
或いは集合を保存するかを問う問題や，さらにそのような写像の一般形を決定する問題を保存
問題という。Banach-Stone の定理とその非可換化である Kadison の定理はバナッハ環上の等
距離写像についての最も基本的な定理であり，本研究の原点である。線形性を仮定しない写像
についての保存問題の研究も古くから行われていて，この 20 年ぐらいの間に広く研究される
ようになった。線形写像に対する保存問題の研究に比して未開拓の部分が多い。C*環の正凸錐
がジャイロ群であること，また本研究代表者と分担者の阿部により一般ジャイロ空間が定義さ
れ，正凸錐は一般ジャイロ空間であることが知られるようになった。その応用として C*環の正
凸錐やその部分構造における Thompson 等距離写像の形が記述され，保存問題の研究にジャイ
ロ構造の理論が有用であることが理解されるようになった。 
２．研究の目的 
バナッハ環および関数空間をはじめとするバナッハ空間における保存問題に対する研究が進展
する一方で，Kaplansky 問題などバナッハ環の本質に根差した古典的問題が未解決であり，新
たな方法論の必要性が高まっている。保存問題を組織的に取り扱えるような枠組みを提供し保
存問題の研究を推進することが本研究の全体構想である。ジャイロ空間を一般的に取り扱い，
等距離写像などを通してリプシッツ空間や各種バナッハ環における保存問題の研究を行う。 
３．研究の方法 
一般ジャイロ空間の理論を整備し，ジャイロ構造を持つ対象の間の写像の解析を行い等距離写
像の問題や各種保存問題の解決に寄与する。リプシッツ空間をはじめとするバナッハ環におけ
る等距離写像の研究を行う。その際に適切四つ組を用いる方法や，エルミート作用素を用いた
Lumer’s method を拡張して用いて等距離写像の研究に寄与する。 
４．研究成果 
(1)ジャイロ群やジャイロ構造に関する研究を行い以下のような研究成果を得ることができた。
単位的 C*環の正値可逆元全体からなる正凸推やその部分構造がジャイロ構造を持つことを示
した。その際に Hiai-Kosaki による幾何的不等式を用いることにより正凸推やある種の部分構
造は多くのユニタリー不変ノルムに関して一般ジャイロ空間であることを示た。そのような多
くのユニタリー不変ノルムにより定まる距離をもつ正凸推をはじめとする一般ジャイロ空間に
ついてのMazur-Ulam型定理を示した。Mazur-Ulam型定理を用いて等距離写像の形を決定した。
また，単位的 C*環の正値可逆元全体の正凸推の連結開部分集合の間の等距離写像が正凸推全体
の間の等距離写像に拡張できることを示し，その形を決定した。これはノルム空間の連結開集
合の間の等距離写像に対する Mankiewicz の定理のジャイロ版である。単位的 C*環においてそ
の正凸推においてジャイロ演算を用いた要素間の可換性条件を与えた。またメビウスジャイロ
群において直行分解にあたる命題を得た。 
(2)C*環における可換性の研究において以下のような成果をえた。前述のように正凸推上のジャ
イロ演算に基づく可換性条件を与えた結果に対して，自己共役作用素に対する関数演算による
可換性条件を与え，Jean and Ko の問題に対して否定的な解答を与えた。 
(3)C*環における Jordan*同形写像をスペクトル条件により決定した。つまり乗法的にスペクト
ルを保存する写像に対する研究を行って一般線形群やその適当な部分構造におけるある種のス
ペクトル保存条件と Jordan*同形写像の関係を明らかにした。 
(4)リプシッツ関数またはベクトル値のリプシッツ写像からなるバナッハ空間やバナッハ環の
間の等距離写像や各種写像の研究を行って多くの成果を得ることができた。関数環に値をとる
リプシッツ写像全体のバナッハ空間上の Hermitian 写像の形を決定した。その際に semi-inner   
product を用いるいわゆる Lumer’s method による議論を行った。またコンパクト Hausdorff
空間上の複素数値連続関数全体のバナッハ環に値をとるリプシッツ写像全体のバナッハ環の間
の同形写像が特殊な形をしていることを見出し，それをもっと一般のバナッハ環の間の写像の
場合に拡張した。1970 年代からの懸案であり，不十分な結果のみしかなかった Rao-Roy の予想
とよばれるリプシッツ環上の等距離写像に関する予想が知られていた。任意のコンパクト距離
空間上のリプシッツ関数全体からなる多元環は各種のノルムでバナッハ空間となることが知ら
れている。特にスプレマムノルムとリプシッツ定数の和により定まるノルムはそれによってリ
プシッツ関数全体の多元環が単位的可換バナッハ環となる一番自然なノルムである。このノル
ムについての全射等距離写像の形は Rao-Roy 自身によって単位閉区間[0,1]上のリプシッツ関
数全体のバナッハ環の場合には決定されていて，一般のコンパクト距離空間上のリプシッツ関
数全体のバナッハ環の場合も同様な表現によりあらわされるであろうというのが Rao-Roy の予
想であった。一般の場合の結果は 1988 年に Jarosz-Pathak による発表があったものの，その後
不十分な箇所が指摘され，Rao-Roy 予想は長年にわたり未解決のままであった。Hatori-Oi は
Rao-Roy 予想を含む命題の証明に成功し Rao-Roy の予想を最終的に解決した。特に単位的可換
C*環に値をとるような適切四ツ組に対する全射等距離写像の形を決定した。適切四ツ組の特別
な場合がリプシッツ環なので Rao-Roy 予想は証明された。リプシッツ環や連続微分可能関数か
らなる空間上の各種ノルムに対する等距離写像を研究し，多くの場合にその形を決定した。関
数環と単位的 C*環のテンソル積においてエルミート写像の形を研究しそれを決定した。このこ
とを用いて関数環と単位的 C*環のテンソル積の上の等距離写像の形を決定した。このことは
Banach-Stone property に関する Fleming-Jamison の古典的な結果と関係している。さらに等



距離写像全体の群の構造に関する研究を行った。いわゆる 2-局所等距離写像の研究を行って，
単位閉区間上の連続微分可能関数からなるバナッハ環において 2-局所等距離写像は全射等距
離写像であることを示した。これは等距離写像全体の群の構造に言及した結果であり，今後の
発展に期待が持てる結果である。 
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