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研究成果の概要（和文）：研究成果は、下記の通りである。自己相似写像に付随するC*-環のコアを通して自己
相似写像の次元群を定義し、分岐点がない場合の一般化になっていることを示した。また、テント写像の場合、
付随するC*-環のコアのK-群が整数群Zであり、また、標準的準同型は、重複度１のシフトと同型になることごを
示した。また、これを示すための道具として、自己相似写像に付随する C*-環のコアの行列表現の理論を整備
し、離散モデルトレースとコアのK_0群のペアリングの計算の手段を開発した。

研究成果の概要（英文）：The results of this research projects are as follows.  I defined dimension 
group of a self-similar map through the C*-algebra associated with the original self-similar map, 
and showed that this is a generalization of the case without branched points.  As an example, I 
showed that the K_0 group of the core of the C*-algebra associated with the tent map is the ring of 
integer, and the canonical endomorphism is isomorphic to the shift of multiplicity 1, using the 
paring of discrete model traces and elements of K_0 group of the core.  

研究分野：基礎解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
分岐点を持つ力学系からC*-環を構成する研究について、分岐点を付随するC*-環の定義に積極的に取り込んだ研
究は他にあまり例がなく、力学系と作用素環の世界に及ぼす影響は非常に大きい。
特に、分岐点をもつ自己相似写像から生成される C*-環の代数不変量からもとの分岐点の情報を取り出す試み
は、これまでほとんど行われていないので、作用素環と力学系の研究をつなぐ分野において、学術的な意義は大
きい。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 (1) 作用素環の研究において、可逆な力学系の C*-接合積は最も基本的な概念であり、古くから
研究されてきた。一方、近年において、局所的に多対一であるような、非可逆な力学系から作ら
れる C*-環の研究も行われるようになった。ただし、これまで国内、国外で用いられていた方法
はグルポイドによるものがほとんどであった。また、Exel は、部分接合積、逆半群などを用い
て研究を行ってきた。グルポイドは関数表示されているため直感的にわかりやすく、研究を進め
やすい。しかし一方では、自己相似写像等が分岐点をもつ場合には、グルポイドがエタールでな
くなり、研究が困難になる。 
(2) その後、Pimsner は接合積、非可逆離散力学系など多くの対象を含むような、柔軟な構造を
持つ双加群を用いた C*--環の構成を与えた。これは、さまざまな古典的な C*-環の構成、Cuntz-
Krieger 環、Matsumoto の定義した sub-shift によって与えられる C*-環などの構成をすべて
を含んでいる。注目すべきは、この時点においてすでに、分岐点についても考慮をはらっていた
ことである。接合積等においては Pimsner-Voiculescu が K-群についても一般的な公式を導い
ていたが、Pimsner は、これらを例に含むような一般的な公式を導いている。さらに、、Pimsner 
は、双加群を用いて作った C*-環、すなわち Pimsner 環のコアについての重要な命題を導き、
我々の本研究の助けになっている。ただし、Pimsner 環は、グルポイドより解析が厄介なこと
が欠点である。 
(3) 少し前、我々は、リーマン球面上の有理関数力学系、および分岐点を持つ自己相似写像から 
Pimsner の構成法によって C*-環を構成し、付随する C*-環が、単純、純無限、核型などの良い
性質をもつことを示した。Kirchberg により、このような C*-環は K-群で分類可能であること
が示されている。さらに、我々は、有理関数力学系、自己相似写像に付随する C*-環の代数的な
性質からもとの自己相似写像、リーマン球面上の有理関数力学系等の性質を復元する研究を行
ってきた。 
(4) 引き続いて、これらの非可逆離散力学系に付随する KMS 状態の完全な分類を行い、特にリ
ーマン球面上の有理関数力学系において、KMS state の情報から、もとの有理関数についての
さまざまな情報を得ていた。KMS state が力学系に付随する C*-環のコアに強く関連している
ことより、近年は C*-環全体よりも、ゲージ作用不変環、すなわちコアの研究に重点を移してい
る。その理由としては、記号力学系の例を見ると、環全体と同様に、コアが力学系の情報を多く
含んでいることによるものである。ただし、コアの K-群等の構造は複雑で、解析は容易ではな
い。 
 
 
 
２．研究の目的 
(1) これまでに分岐点を持たない場合の定義を拡張して、自己相似写像の次元群を、Pinsner 環
の中の等距離写像を持って定義していた。 しかし、テント写像、シェルピンスキ・ギャスケッ
トなどの具体例の計算を実行すること、および計算結果をわかりやすく表示することができて
いなかった。これらの基本的な例に対して、付随するコアの K_0 群を計算し、また、標準的準
同型の記述を行うことを、研究目的とする。 
(2) 記号力学系、マルコフシフトなどにおいては空間が完全不連結であり、特性関数が連続にな
ることなどにより、軌道力学系を調べる場合に助けになっていた。完全不連結の場合と異なり、
自己相似写像、リーマン球面上の自己相似写像のように空間が連続な場合においては、力学系の
軌道同型の研究は、特性関数が連続ないならないなどの技術的な困難により、これまでほとんど
行われていない。そのためには、対角元にあたる係数環の性質を調べることが必要である。この
研究において、自己相似写像等の軌道同型を調べるための第一歩として、係数環が極大可換館で
あることを示すことも、研究目的とする。可能であれば、係数環がカルタン部分環であるかどう
かを知ることも、研究目的であった。 
(3) 本研究の直前の研究において、自己相似写像に付随する C*-環の有限コアの行列表現を定義
し、基本的な定理を示しており、テント写像、シェルピンスキ・ギャスケットなどの例において、
行列表現の具体的な形について得ていた。さらに、より一般的な状況において、付随する C*-環
の有限コアの行列表現の像の直和分解の理論を作り、それを用いて、コアの K-群、さらには次
元群の構造を明らかにする。 
(4) テント写像など、分岐点について簡単な性質を満たす自己相似写像の直積についても解析し、
付随する C*-環のコアのトレース及イデアルについて研究を行い、この分野の端緒をつけること
を目指す。また、この例を含むより一般的な状況において、トレースの核が原子イデアルになる
状況について、調べる。 
 
 
 



３．研究の方法 
(1) 自己相似写像に付随する C*-環のコアのトレースの分類に加えて、コアの原子イデアルがト
レースの核になることを調べるためにこれまで自己相似写像に付随する C*-環のコアの行列表
現についての理論を整備してきた。状況が一般化すると分岐点が高次元になり、トレース及びイ
デアルの解析が困難になるので、新しい手法を開発する。また、テント写像などの具体例では、
直積構造から得られる K 群的な情報も調べる。 
(2) 自己相似写像、リーマン球面上の有理関数力学系に付随する C*-環について、力学系の軌道
同型に関して連続空間が関連している性質を詳しく調べる。さらに、付随する C*-環の係数環の
性質を詳しく調べる。 
(3) シェルピンスキ・ギャスケットの高次元版に対応するシェルピンスキ・カーペットについ
て、付随する C*-環の解析を行う。この場合はテント写像の直積の場合と違って、空間が直積構
造を持っていないので、テント写像の直積の場合とはことなる手法が必要となる。なお、より高
次元のシェルピンスキ・カーペットについても、特異点の観点から研究する必要がある。 
(4) 自己相似写像、有理関数力学系などに付随する C*-環のコアの K_0 群を記述するための最も
率直な方法は帰納極限であるが、帰納極限で表される群全体の構造を知ることは容易ではない。
そこで、K_0 群の生成元と以前構成していたコアの離散モデルトレースのペアリングを取り、K_0
群を数の列で表現できれば、コアの K_0 群と標準準同型をわかりやすく表示できる可能性があ
るので、この手法を進める。 
(5) テント写像は、1次元区間力学系の最も簡単な例である。従って、１次元区間力学系につい
ても、付随する C*-環のコアについて、行列表現の直和分解、K_0 群の計算、次元群の計算など
を行う。なお、次元群の情報からもとの力学系の情報、すなわち区間力学系における線分の本数
などに、(4) において新しく開発する予定の方法を適用する。 
(6) 以前からの共同研究者と研究協力を行う。また、研究会、セミナーなどの機会を利用して、
研究情報の収集、意見交換などを行う。 
(7) リーマン球面上の有理関数力学系の軌道の挙動を調べ、理論的な予測を行うために、計算機
で、数式及び数値計算を行う。 
 
 
 
４．研究成果 
(1) 自己相似写像に関して、分岐点が有限個、また分岐点の連鎖が存在しないなどの条件を付け
て、自己相似写像に付随する C*-環のコアのイデアルが、以前において、コアのトレースの分類
の際に定義した離散モデルトレースと一対一に対応することを示し、すでに公表していた。そこ
で開発した自己相似写像に付随する C*-環のコアの行列表現の手法を、強い仮定から弱い仮定を
満たす状況に一般化することができた。この結果は一部数学会で発表しており、将来的に論文で
公表する予定である。 
(2) 球面上の有理関数力学系に付随した C*-環において、ジュリア集合に制限して構成した 
Pimsner 環において、係数環であるC(A)が極大可換環であることを示し、論文”Maximal abelian 
C*-algebras of C*-algebras associated with self- similar map and complex dynamical 
systems”において公表した。有理関数力学系なので、分岐点が存在する場合を取り扱っており、
フォン・ノイマン環を補助的に使うなど、技術的に困難があった。ただし、係数環 C(A)がカル
タン部分環であるかどうかは、この時点では判定できなかった。 
(3) テント写像及びシェルピンスキ・ギャスケットなどの仮定 B を満たす基本的な自己相似写
像において、付随する C*-環のコアについて、 K_0-群の計算を行った、両方の例において、K_0
群を帰納極限の形で表すことができたが、帰納極限をわかりやすい群の形に変形することは困
難であった。テント写像の例については、離散モデルトレースとコアの K_0 群の生成元のペアリ
ングを取ることにより、コアの K_0 群が整数群 Zになることを示した。また、コアの K_0 群へ
の標準的準同型が、一方向のシフトと同型になることを示した。これらの結果は、”Dimension 
groups for self-similar maps and matrix representations of the core of the associated 
C*-algebras”において公表した。自己相似写像が分岐点を持たない場合には、K_0 群の階数が
１になり、実数群にトレースによって埋め込まれることと対比すると、状況が大きく異なる。こ
の段階では、シェルピンスキ・ギャスケットの場合には、コアの K_0 群について帰納極限で表す
ことはできていたが、行列が非常に複雑で、K_0 群の形、および標準的な自己準同型の形を求め
ることはできていない。 
(4) シェルピンスキ・ギャスケット、および１次元区間力学系などの基本的な例において、K_0
群の生成元と離散モデルトレースのペアリングを取って K_0 群を数列空間で表現することがで
きた。結果の一部については、日本数学会においてすでに発表しており、また、論文”Dimension 
groups for self-similar maps and matrix representations of the core of the associated 
C*-algebras”においても、一部の結果のみ発表している。離散モデルトレースの有限コアへの
制限が複雑であり、この部分については、将来的に論文の形で公表する予定である。 
(5) コアの離散モデルトレースは、分岐点を持つ自己相似写像において始めて現れたトレース
の属である。離散モデルトレース全体への作用を二つ見つけることができ、それによってトレー
スのパラメータを復元することができた。一つは、コアへの標準的自己準同型を調べる際に有力



である。また、離散モデルトレースと離散的な KMS 状態の性質を明らかにすることができ、以
前の研究において分岐点の逆像について示していた結果を復元することができた。 
(6) テント写像の直積、および強い条件（仮定 B）を満たす自己相似写像の直積が、若干弱いが
行列表現、コアの解析などには十分な条件（仮定 C）を満たすことを示した。この結果について
は、すでに日本数学会で発表している。なお、結果が少し短いので、他の結果と合わせて論文と
して発表することを計画している。なお、テント写像の直積は、folding の形の分岐点を作るの
で、この分岐点を C*-環によって解析的に調べることは、興味ある問題である。 また、テント
写像の直積に付随する C*-環を調べている過程で、テント写像に付随する C*-環に、互いに共役
でない極大可換環が加算無限個存在することを発見した。 
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