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研究成果の概要（和文）：１．一列型のKoornwinder多項式やB，C，D型Macdonald多項式の超幾何級数的な明示
公式，一列型C，D型Macdonald多項式の組合せ的明示公式の構成，２．一列型C型Macdonald多項式と単項対称多
項式間の遷移行列の，Catalan数のb,q,t-変形を用いた構成，３．一列型B，C, D型t-Kostka多項式の構成，４．
一列型Koornwinder多項式のパラメータを退化させた多項式列間の遷移行列の構成，５．C型Macdonald多項式の
ある種のPieri公式の予想，６．無限系列アフィン量子群の可積分最高ウェイト表現の結晶基底の多面体表示の
構成，を実施した．

研究成果の概要（英文）：1.We constructed explicit formulas for the Koornwinder and Macdonald 
polynomials of type B, C and D with one column diagrams. We constructed combinatorial expressions 
for the Macdonald polynomials of type C and D. 2.We constructed explicit forms of transition 
matrices from the type C Macdonald polynomials to the type C monomial symmetric polynomials with one
 column diagrams by using b,q,t-deformations of Catalan numbers. 3.We constructed t-Kostka 
polnomials with one column diagrams of type B, C and D. 4.We constructed transition matrices in 
terms of certain degenerated polynomials for the Koornwinder polynomials. 5.We conjectured certain 
Pieri rules for the Macdonald polynomials of type C. 6.We constructed polyhedral realizations of 
crystal bases for the integrable highest weight modules of nonexceptional affine quantum algebras.

研究分野： 無限可積分系，量子群の表現論

キーワード： Macdonald 多項式　Koornwinder 多項式　matrix inversion

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では，一列型のKoornwinder多項式やB,C,D型Macdonald多項式の明示公式を構成し，また，一列型
Koornwinder多項式のパラメータを特殊化した多項式間の遷移行列達をBressoudやKrattenthalerのmatrix 
inversionを用いて記述し，これらの遷移行列達が多項式の階数に依存しないことを発見した．この事実はA型以
外のMacdonald多項式においては知られていない．また，応用として，Catalan数のb,q,t変形や一列型B,C,D型
Kostka多項式のt-変形の具体的な表示を構成した．これらから，本研究成果は学術的に価値があると考えてい
る．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
A型Macdonald 多項式は，不定元q，tのなす有理関数体の元を係数とする対称多項式である．

量子可積分系に現れる Jack 多項式の q類似となっており，対称群（A型ワイル群）の作用で不
変な多項式である．その拡張として Macdonald は有限型ワイル群不変なローラン多項式を定義
し，さらにKoornwinderはB，C，D型Macdonald多項式を含むBC型ローラン多項式 (Koornwinder 
多項式) を定義した．これらの多項式は，ウェイトに関する三角性と，各型に応じた q-差分作
用素の固有関数として特徴づけられる(各型に応じた固有値は定義されている)． 
Macdonald は，任意の自然数の分割に付随する A 型 Macdonald 多項式を，組合せ論的対象で

ある半標準盤を用いた明示的な和公式として構成した．この和は有限和でありタブロー表示と
呼ばれる．研究代表者と研究分担者は先行研究において，A型変形 W 代数の真空期待値を計算
し，ある種の特殊化のもとで A 型 Macdonald 多項式のタブロー表示と等しいことを示した．こ
こで変形 W 代数とは，W 代数を不定元 q，t で変形した代数である． 
一方，研究分担者と研究協力者は先行研究において，A型 Macdonald の q-差分作用素の固有

関数を，不定元 sをもつ無限級数として実現した．この無限級数は q-超幾何級数的な表示をも
つ．不定元 s を固有値に特殊化すると無限級数は有限和となり三角性を持ち，タブロー表示と
無限級数表示が一致し A型 Macdonald 多項式が得られる．この無限級数が有限和に収まる条件
（不等式系）は，中島による A 型量子群の可積分最高ウェイト加群の結晶基底の多面体表示と，
半標準盤との 1:1 対応を用いて得られる． 
他方，A型以外の Macdonald 多項式の明示的公式については，Lassalle によって，1行型分

割(r)に対する B，C，D 型 Macdonald 多項式（以下「1 行型 B 型 Macdonald 多項式」などと呼
ぶ）の q-超幾何級数を用いた明示的な予想式のみが構成されていた． 
 
２．研究の目的 
我々が継続して行っている研究の目的は Macdonald 多項式や Koornwinder 多項式の明示的公

式の構成と付随する代数構造の解明である．我々の先行研究によって“A 型 Macdonald 多項式
の明示的公式と A 型変形 W 代数の関係”や“A 型 Macdonald 差分作用素の固有関数の無限級数
表示と A 型量子群の関係”が明らかになった．先行研究で 1行型 Bn，Cn，Dn 型 Macdonald 多
項式の明示的公式を構成したが，本研究では，より一般の分割に対する同多項式の明示的公式
の構成を目的とする．また先行研究で得られた Askey-Wilson 型(BC1 型) や B2，C2 型 Macdonald 
差分作用素の固有関数の無限級数表示から，Koornwinder 型(BCn 型) や Bn，Cn 型 Macdonald
差分作用素の固有関数の無限級数による明示的公式を構成し，付随する代数構造の解明への足
掛かりとする． 
 
３．研究の方法 
研究代表者らは先行研究において Askey-Wilson 型 q-差分作用素の固有関数の無限級数表示

を構成し，応用として 1 行型 Bn，Cn，Dn 型 Macdonald 多項式の明示式を構成した．また Cn，
Dn 変形 W 代数の表現論を用い,1 行型 Cn，Dn 型 Macdonald 多項式のタブロー表示を構成した.
これを踏まえて，次の(1),(2),(3) の方法を実施することにより，研究目的の遂行に臨んだ． 
（１） 1 列型 B，C，D型 Macdonald 多項式の明示的公式の構成 
（２） C型 Macdonald 多項式の Pieri 公式の構成 
（３） 量子群の結晶基底の多面体表示の構成 
 
（１）1列型 B，C，D型 Macdonald 多項式の明示的公式の構成 
１行型の手法を模倣し，「分割λに対する BCm 型 Koornwinder 多項式の明示式から共役な分

割λ’に対する BCn 型 Koornwinder 多項式の明示式を構成する機構」を創出し，先行研究で得
られた１行型 Koornwinder 多項式の明示公式を適用し，１列型 Koornwinder 多項式の明示公式
を構成する． 
（２）C型 Macdonald 多項式の Pieri 公式の構成 
上記（１）で得られた C型 Macdonald 多項式の明示公式を用い，１列型×１行型の Pieri 公

式を構成する．また，Lassalle によって得られている１行型×１行型の Pieri 公式の結果（パ
ラメタは b=t と特殊化されている）を参考にし，１列型×１列型の Pieri 公式を構成する． 
（３）量子群の結晶基底の多面体表示の構成 
先行研究で得られたアフィン D型量子群の可積分最高ウェイト表現の結晶基底の多面体表示

の構成を参考にし，アフィン非例外型量子群の可積分最高ウェイト表現の結晶基底の多面体表
示を構成する．これは，Macdonald 多項式の無限級数表示の構成に応用可能だと考えられる． 
 
４．研究成果 
（１）１列型 Koornwinder 多項式や B，C，D型 Macdonald 多項式の超幾何級数的な明示公式

を構成し，また，１列型 C，D型 Macdonald 多項式の組合せ的明示公式を構成した． 
（２）１列型 C型(または D型)Macdonald 多項式と単項対称多項式間の遷移行列を，Catalan

数の b,q,t-変形(または，二項係数の q,t-変形)を用いて記述した． 
（３）１列型 Koornwinder 多項式のパラメタを退化させた多項式列間の遷移行列を，Bressoud

または Krattenthaler の matrix inversion を用いて記述した．特に，これらの遷移行列の成分



はある漸化式を満たし，また，階数に依存しないことを発見した． 
（４）上記（３）の応用として，一列型 B，C, D 型 t-Kostka 多項式の明示式を構成した． 
（５）C型 Macdonald 多項式について，n行型×１行型の Pieri 公式を，パラメタを b=t と特

殊化したもとで予想した．特に，１列型×１行型の Pieri 公式の場合，パラメタを b=t と特殊
化せずとも展開係数が因子化することを予想した． 
（６）アフィン非例外型量子群量子群の可積分最高ウェイト表現の結晶基底の多面体表示を

構成した． 
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