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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は, 解の初期値に関する連続的依存性に着目し, バナッハ空間における
微分方程式の適切性の研究を, 距離により方程式の消散構造を捉える研究へ発展させ, 新たな潮流であるベクト
ル空間に捉われない適切性理論の枠組みを与えることである。具体的には, リプシッツ作用素半群に対する積公
式の導出と微分方程式の混合問題の近似可解性への応用, 非整数階時間微分を含む発展方程式の一般論の構築, 
距離族による消散条件による変異解析の再構築, 準線形作用素の定義域の稠密性を仮定しない設定による準線形
理論の改良, 距離空間における勾配流に対する積公式の導出と汎関数の摂動に付随する勾配流への応用を考察し
た。

研究成果の概要（英文）：This research is based on the concept of the continuous dependence of 
solutions on initial data. The first purpose is to extend the study of the well-posedness for 
differential equations in Banach spaces to the study to express the dissipative structure of 
equations by metric-like functionals. The second purpose is to provide a new framework for 
well-posed theory that is beyond vector spaces, without compactness. The following topics were 
discussed: (1) Product formulas for semigroups of Lipschitz operators and its application to the 
approximate solvability of mixed problems of differential equations, (2) The general theory of 
evolution equations with fractional derivatives, (3) Mutational analysis by dissipativity in terms 
of a family of metrics, (4) Quasilinear theory without assuming that the domains of quasilinear 
operators are dense, (5) Product formulas for gradient flows in metric spaces and its application to
 gradient flows governed by perturbations of functionals.

研究分野： 作用素半群と発展方程式

キーワード： リプシッツ作用素半群　距離空間における勾配流　距離による消散条件　準線形理論　作用素半群の積
公式　非整数階時間微分を含む発展方程式　変異解析　解の初期値に関する連続的依存性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の成果は, コンパクト性条件を利用することなく, Aubin による変異解析（距離空間における微分方程式
の適切性）を再構築した点, 射影を用いた交換子条件のもとで加藤理論を改良した点に特色があり, 汎用性の高
い理論の構築, 距離空間における微分方程式の適切性の問題への新しい視点に繋がると考える。また, このよう
な理論的な立場からだけでなく, 近年盛んに研究されるようになった時間微分の分数冪を含む非線形偏微分方程
式の研究に対する基本的枠組みを提供できたことは, 実用的な立場からも, 当該分野だけでなく非線形偏微分方
程式の分野においても, 一定の評価を得られると期待している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

(1) 時間に依存する単調作用素，劣微分作用素により支配される発展方程式の枠組みの拡張：単
調作用素 𝐴𝐴(𝑡𝑡) に支配される発展方程式 𝑢𝑢′(𝑡𝑡) + 𝐴𝐴(𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑡𝑡) ∋ 0 に関する加藤による先駆的な研
究の後，汎関数 𝜙𝜙𝑡𝑡 の劣微分作用素 𝜕𝜕𝜙𝜙𝑡𝑡 により支配される発展方程式 𝑢𝑢′(𝑡𝑡) + 𝜕𝜕𝜙𝜙𝑡𝑡�𝑢𝑢(𝑡𝑡)� ∋ 0 
に関する研究がなされている。これは，加藤により提案された作用素 𝐴𝐴(𝑡𝑡) の 𝑡𝑡 に関する条件
とは異なる汎関数 𝜙𝜙𝑡𝑡 の 𝑡𝑡 に関する条件のもとで行われ，その条件の汎用性の高さから，非線
形放物型方程式の混合問題へ応用されている。しかし，重要な研究対象である Neumann 境界条件
つき多孔質媒体方程式に対する適切性や流れの制約条件に対する変分不等式の問題は，その解
が初期値に関してリプシッツ連続的に依存するため，単調作用素, 劣微分作用素の理論を直接
的に適用することが困難であり，方程式の特性を生かした工夫が施されて個別的に考察されて
いる。 

 

(2) 加藤の準線形理論の拡張－距離空間における微分方程式の適切性理論の構築に向けて－：
与えられた準線形方程式に対する適切性の考察は，重要な研究テーマの 1 つである。 関数空間
における準線形方程式への組織的な取り扱いとして，加藤により展開されたバナッハ空間における
準線形理論がある。一方，一般の完備な距離空間における微分方程式に対する適切性の研究につい
て，Nonsmooth Analysisで高名な Aubin により，その重要性が説かれている。線形構造の欠如
から，距離空間における微分の概念を捉え直す必要がある。transition なる概念を導入し，あ
るコンパクト性条件のもとで，距離空間における微分方程式に対する適切性を考察する動きがある。
準線形人口構造モデルに対するラドン測度値の解の構成を代表的な応用例として含む。しかし，加
藤理論に匹敵するような組織的に理論展開された研究は少ない。 

 
(3) AGS 理論の深化を目指して－距離空間における勾配流に対する適切性の考察－：距離空間
における勾配流の研究は，2つの観点から始められた。1 つは，Brezis により展開された，
非線形放物型方程式へ豊富な応用をもつ，ヒルベルト空間における劣微分作用素の理論を距離空
間へと一般化する理論的立場である。Ambrosio，Gigli，Savaré による AGS 理論がある。もう 1 
つは，Boltzmann entropy に付随する勾配流の可解性が，Wasserstein distance と呼ばれる距
離を備えた空間において考察され，距離空間上での勾配流の解析が応用上重要であることが認識さ
れたことである。距離空間における勾配流の理論的立場からの研究は，勾配流を記述するた
めの汎関数  ϕ  に対して，𝜙𝜙�𝑢𝑢(𝑡𝑡)� が 𝑡𝑡 に関して単調非増加である解 𝑢𝑢 の存在に限られて
いる。 
 
２．研究の目的 
(1) 時間に依存する単調作用素，劣微分作用素により支配される発展方程式の枠組みの拡張：
Neumann 境界条件つき多孔質媒体方程式に対する適切性や流れの制約条件に対する変分不等式
の問題などの重要な研究対象である方程式に加え，双曲型方程式系を組織的に扱えるように，加
藤理論や時間に依存する劣微分作用素により支配される発展方程式の枠組みを拡張することが
本研究の目的である。 
 
(2) 加藤の準線形理論の拡張－距離空間における微分方程式の適切性理論の構築に向けて－：
加藤の準線形理論を包括する距離空間における微分方程式の適切性理論を構築することが本研
究の目的である。 
 
(3) AGS 理論の深化を目指して－距離空間における勾配流に対する適切性の考察－：距離空間
における勾配流に対する適切性について， 𝜙𝜙�𝑢𝑢(𝑡𝑡)� の 𝑡𝑡 に関する単調非増加性の緩和，平滑
化効果 の問題が，重要で魅力ある研究として活発化すると考えられる。これらを実行に移
し，距離空間における勾配流に対する適切性理論を深化させることが本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) 時間に依存する単調作用素，劣微分作用素により支配される発展方程式の枠組みの拡張： 
① 解の初期値に関する連続的依存性に着目した生成条件の提案：非自励な微分方程式について，

解の初期値に関する連続的依存性は，与えられた 2 つの関数をそれぞれ初期値とする方程式のシス
テムを考え，リアプノフ汎関数を用いる安定性解析により得られると解釈できる。この新た
な解釈のもとに，方程式を支配する作用素族に関する生成条件として，劣接線条件を組み入れ
た安定性条件を提案する。応用上，安定性を表現する距離の構成は重要であり，スペクトル解析
による構成法を開発する。 

② 微分作用素のイメージと結びつきにくい連続性条件の導出と検証：汎関数 𝜙𝜙𝑡𝑡 の  𝑡𝑡  に
関する連続性のもとに，劣微分作用素 ∂𝜙𝜙𝑡𝑡 のある種の条件つき連続性を導き出す。微分作用素の
イメージと結びつきにくい連続性の条件に着目して，非自励な方程式系の適切性定理を展開する。
𝑝𝑝ラプラス作用素を主要部にもつ放物型方程式，多孔質媒体方程式を包括する二重非線形方程式
を支配する作用素のもつ性質を系統的に調べ，導出される条件つき連続性の有効性を吟味する。 
 
 



(2) 加藤の準線形理論の拡張－距離空間における微分方程式の適切性理論の構築に向けて－： 
① 微分の代用概念の再考：ユークリッド空間における常微分方程式に対する適切性定理を距

離空間の場合へと拡張する過程で，折れ線法が利用された。Transition の概念は，折れ線法
が機能するように，右微分の概念，前進差分の代用として導入され，特に空間変数に関して準縮小
的となるように導入されている。一方，加藤の準線形方程式を考察する場合には,安定性の観点から，
それに付随する transition は準縮小的でなく，新たな枠組みの導入が必要となる。そこで，2 つ
の曲線を分類する同値関係を利用して， transition の概念を再考する。 
② 代数構造に依らない解の性質の導出：再考による transition の導入方法が，Aubin の研

究を，加藤の準線形理論を包括できる理論へと発展させる。距離空間における微分方程式を再考の 
transition を用いて定式化する。距離を用いて，解が満たす不等式，等式を導出し，解の性質
を代数構造に依らずに捉える枠組みを提案する。これにより，近似解として適切なクラスを準備
し, 新しい枠組みから生ずる近似解の評価の困難さを克服する。 
③ 距離空間における微分方程式の適切性条件の特徴づけ：本研究では，距離空間 (𝑋𝑋,𝑑𝑑) に

おける解の初期値に関する連続的依存性の概念を，2 つの初期値を結ぶ曲線 𝑐𝑐(𝜃𝜃) を初期値と
する解 𝑐𝑐(𝑡𝑡; 𝜃𝜃) について，その第 1 変分 �̇�𝑐(𝑡𝑡, 𝜃𝜃)       を transition により表現し，それを評価する
ことで定式化する。評価するものさしとして，transition を安定にする 𝑑𝑑 と同値な距離族を
導入する。この方針には，消散項付きの準線形波動方程式の 2 つ解の差を測る距離の構成に用い
た方法が基本にある。バナッハ空間におけるリプシッツ作用素半群の生成定理の考察で培った手
法を駆使して，本研究を進める。 
 
(3) AGS理論の深化を目指して－距離空間における勾配流に対する適切性の考察－： 
① 増大条件の導入：抽象空間での微分方程式の可解性の研究では，汎用性の高さを追究し，

絶対連続なベクトル値関数の微分可能性の問題を回避する方針をとる立場がある。AGS理論もそ
の 1 つであり，距離空間における勾配流に対する解の概念が積分不等式により導入され，勾配
流を記述する汎関数 𝜙𝜙 に対して，𝜙𝜙�𝑢𝑢(𝑡𝑡)� の 𝑡𝑡 に関する単調非増加性を満たす解の存在が
議論されている。本研究では，比較関数の最大解を用いて増大条件を導入し，単調非増加性
条件を緩和する。 

② 軟解の概念の導入：解の平滑化効果を追究するためには，平滑性をもつ解とそうでない解
を比較する手段が有効であるという考えのもとに，軟解の概念を導入する。解 𝑢𝑢 について，
𝑡𝑡 ↓  0 のときの 𝜙𝜙�𝑢𝑢(𝑡𝑡)� や  𝑡𝑡−1 ∫ 𝜙𝜙�𝑢𝑢(𝑟𝑟)�𝑑𝑑𝑟𝑟𝑡𝑡

0  などの挙動を調べることにより, 勾配流に対
する差分近似方程式を導出する。その差分近似方程式の解の一様収束極限として，勾配流に
対する軟解の概念を定式化する。 
③ 超限帰納法による近似解の構成：差分近似解を構成する際の重要な問題は，近似解の延長可能

性である。時間ステップの添え字が可付番順序数となることを許容する戦略により，ある可付番
順序数をもつ時間ステップで目的の時刻に到達し，近似解は差分方程式を満たす単純関数として得
られる。可測性の概念を考慮すれば，可付番順序数による超限帰納法による構成が有効である。 
 
４．研究成果 
(1) 時間に依存する単調作用素，劣微分作用素により支配される発展方程式の枠組みの拡張に
ついて： 
① 延滞を記述する微分方程式に対する適切性定理の確立：発展方程式の枠組みの拡張として，

遅れを考慮した方程式を考察する方向がある。この方向性において，サイズ構造モデルへ適用可
能な半線形関数微分方程式に関する研究を行った。積分方程式を利用した近似解の構成を提示
し， initial history space での消散条件の発見を通して近似解の差の評価を確立した。さら
に，潜伏期間を考慮したサイズ構造モデルへ応用した。 
② 連続でない作用素により生成されるリプシッツ作用素半群の近似定理の確立：解の初期値

に関する連続的依存性の観点では，単調作用素理論が関数の差をノルムで評価するのに対して，
距離を利用するものがリプシッツ作用素半群理論である。Kirchhoff 方程式の混合問題への近
似可解性を視野に，微分作用素の性質からイメージしにくい連続性条件を満たす生成素のクラ
スを導入し，それにより生成されるリプシッツ作用素半群に対する積公式の導出に成功した。 
③ 関数微分方程式に対する適切性に関する統一的理論の構築：発展方程式の枠組みの拡張と

して， 遅れを考慮した非自励な方程式があり，これに関する従来の様々な研究を統一的に扱う
理論の構築を目指し，スティルチェス積分により記述される積分方程式の最大解を利用した解
の増大度条件を提案すると同時に，連続な有界変動関数を利用した連続率による方程式を支配
する作用素の時間に関する連続性条件の下で可解性を確立し，原稿を投稿中である。 
④ リプシッツ発展作用素の生成定理の模索：本研究課題をリプシッツ発展作用素の生成の問

題へ翻訳し考察中である。具体的には，微分作用素のイメージと結びつきにくい，時間に依存す
る劣微分作用素がもつ連続性条件を導出し，双曲系をも組織的に取り扱うことができる発展方
程式の枠組みを提案しているが，この枠組みにおいて適切性定理を模索中である。 当初予期し
ていないことへの対処として，時間とともに変化する定義域をもつ準線形方程式の可解性の研究を
実施し，定義域を一定にする変換の導入を視野に入れ，定義域は一定であるが，方程式を支配す
る作用素族の時間に関する滑らかさの条件を極力弱める方向に目をむけ，準線形作用素族に支
配される微分方程式系の可解性に関する結果を準備した。この件について，多方面からの考察と



して，カラテオドリー条件を満たす準線形作用素に支配される発展方程式の初期値問題に関す
る適切性定理を確立し，原稿を執筆中である。 

⑤ 非整数階時間微分を含む発展方程式の一般論の構築：研究分担者である赤木は, Hilbert
空間における非整数階時間微分を含む発展方程式の一般論の構築を行い, 高村-Brezis 理論を
拡張した。この研究は近年盛んに研究されるようになった時間微分の分数冪を含む非線形偏微
分方程式の研究に対する基本的枠組みを与えるものである。 
 
(2) 加藤の準線形理論の拡張－距離空間における微分方程式の適切性理論の構築に向けて－： 
① Aubin による変異解析の改良による加藤理論の拡張：距離空間 (𝑋𝑋,𝑑𝑑) における微分方程

式に対する適切性を，transition を安定にするような 𝑑𝑑 と同値な距離族による消散条件，及
び，劣接線条件により特徴づけた。 本研究は，先行研究と異なり，コンパクト性条件を利用し
ないことに特色がある。与えられた準線形方程式に対する適切性の考察は，重要な研究テーマの 
1 つである。関数空間における準線形方程式への組織的な取り扱いとして，加藤により展開され
たバナッハ空間における準線形理論がある。応用として，この加藤の時間局所的適切性定理を導
出した。また，Aubin により始められた変異方程式に対する適切性定理の特徴づけの微分方程式
への応用を探り，この内容を含め，近年の作用素半群の研究動向を日本数学会企画特別講演で紹
介した。 
② 定義域の稠密性を仮定しない理論構築による加藤理論の拡張：定義域が稠密でなく一定で

もない準線形作用素に支配される発展方程式の初期値問題に対する適切性に焦点を当て，加藤
の準線形理論を，可積分関数の空間におけるサイズ構造モデルへ応用可能となるように改良し
た。射影を用いた交換子の条件のもとで，理論展開した点が特色である。 
 
(3) AGS 理論の深化を目指して－ 距離空間における勾配流に対する適切性の考察 －について： 
 ① 比較関数の最大解を用いた増大条件の援用による AGS 理論の拡張：汎関数の摂動－
Boltzmann entropy，Renyi entropy などと potential energy の汎関数の 2 つの和で表現さ
れる汎関数－に付随する勾配流への接近法として，Trotter-Kato 型の積公式が知られている。
これを Chernoff 型の積公式へ拡張し，京都大学数理解析研究所の集会で成果発表を行った。比
較関数の最大解を用いた増大条件を導入して，距離空間における勾配流の適切性の問題を，増大
条件を組み入れた変分不等式の可解性の問題へと翻訳し, 距離空間における勾配流に対する適
切性定理を確立した。また，距離空間における勾配流に対する積公式を導出し，それを汎関数の
摂動に付随する勾配流への接近法へ応用した。 
② 二重非線形発展方程式に対する変分的定式化を通じた勾配流理論の深化：研究分担者であ

る赤木は，二重非線形発展方程式に対する変分的定式化の試みとして，WED 汎関数を用いた変分
原理を導入した。特に，Serra-Tilli (2012，Ann. of Math.) により開発された WED 汎関数に
対する変分的手法を組み込むことで，発展方程式の時間大域解を直接的に得るスキームを開発
した。さらに，単調成長を拘束条件に持つ勾配流の例として非斉次項付き拡散方程式に対応する
問題の可解性や解の正則性・比較原理・長時間挙動を研究した他，分数冪ラプラシアンの境界値
問題に対する解の正則性理論や一般化された勾配流に対する変分原理について研究を行った。 
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