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研究成果の概要（和文）：写像の反覆によって得られる軌道の振る舞いは、写像を変形することにより急激に変
化することがある。特に、写像の不動点が二つに分岐するとき、parabolic implosion という不連続な現象が現
れるが、これと類似の現象が2次元の skew product 写像の二つのサドル不動点をつなぐ軌道が存在するときに
も生じる。
サドル不動点で写像を線形化することにより、その点の近傍での軌道を制御する。写像の高次の反覆の列が一様
収束することを示すことで、fiber Julia 集合の挙動を解明した。fiber Julia 集合が fiber Julia-Lavaurs 
集合に収束することも示された。

研究成果の概要（英文）： The behavior of the orbits obtained by iteration of maps can change 
drastically as the mappings are perturbed. In particular, discontinuous phenomenon called parabolic 
implosion appears when a fixed point of mappings bifurcates into two fixed points. An analogous 
phenomenon occurs when a skew product map in dimension two has an orbit connecting two saddle fixed 
points. 
 By linearizing the maps at saddle fixed points, we can control the orbits in a neighborhoods of the
 saddle fixed points.  Then, by showing the local uniform convergence of the sequence of high 
iterates of the maps, we have clarifed the behavior of fiber Julia sets. We have also shown that 
fiber Julia sets converge to the fiber Julia-Lavaurs set. 

研究分野： 複素力学系

キーワード： parabolic implosion　skew product　サドル不動点　fiber Julia 集合　fiber Julia-Lavaurs 集合

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
① 2つのサドル不動点をつなぐ軌道（ヘテロクリニック軌道）が存在するときに、fiber Julia 集合が不連続に
振る舞うという、parabolic implosion と類似の現象を数値実験で見出した。
② 軌道の振る舞いから類推して、写像の反覆列が Lavaurs 写像に収束するという parabolic implosion と同
様の構造が存在することを示し、fiber Julia 集合の不連続性を証明した。
③ 力学系の分岐現象は物理学における相転移現象に対応するものであるので、本研究の物理学等への寄与が期
待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
(1)  1 次元及び 2 次元複素力学系の研究において放物的不動点が分岐するときに Julia 集合が
不連続に変化することが知られている。この現象は parabolic implosion と呼ばれ、1 次元の場
合は多くの研究者によって研究されてきた。2 次元においても最近は wandering domain の構
成などに応用されている。筆者は ℂ2 上の polynomial skew product f(z,w) = (z2,w2 +2(1-z)w) 
の fiber Julia 集合の振る舞いが parabolic implosion における Julia 集合のそれに酷似して
いることを数値実験により発見した (図 1, 2 参照)。この f は、その 2 つのサドル不動点 (0,0) 
と (1,0) の間に関係がある、即ち (0,0) の安定多様体Ws(0,0) と (1,0) の不安定多様体Wu(1,0) 
が交わるという性質を持つ。実際、Ws(0,0)∩Wu(1,0) = {|z| < 1}×{0} が成り立つ。 
 
図 1. Parabolic implosion における filled Julia 集合 Kc（黒い部分）(f(z) = z2+c) 
 

K0.27 = J0.27 K0.26 = J0.26  K0.25 
 

図 2. スーパーサドルでの fiber filled Julia 集合 Kz ( f(z,w) = (z2,w2 +2(1-z)w) ) 
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(2) ℂ2 上の polynomial skew product f(z,w) = (p(z), qz(w)) において、次を仮定する。 
 
① p は吸引的不動点 0 と、その直接鉢 U の境界上に反発的不動点 βを持つ。 
② qz(0) ≡0 かつ、(0,0) と(β,0) は f のサドル不動点である。 
 
すると Ws(0,0)∩Wu(β,0) = U×{0} が成り立つ。 
Ws(β,0) の近くの点 (z,w) の軌道は、図 3 のように、まず Ws(β,0) に沿って (β,0) に近づ
き、次に Ws(0,0)∩Wu(β,0) に沿って (0,0) に近づく。そして Wu(0,0) に沿って (0,0) から離
れてゆく。(z,w) を Ws(β,0) に近づけると、その軌道がこのように 2 つのサドル不動点の近傍
を通過するのに要する反覆回数はいくらでも大きくなる。この軌道の振る舞いは放物的不動点
が 2 つに分岐した後の軌道の振る舞いとよく似ているので、parabolic implosion と類似の理論
を構成することによって fiber Julia 集合の挙動を説明できることが期待される。 
 
図 3. サドル不動点の付近を通る軌道 
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２．研究の目的 
 
(1) 2 つのサドル不動点の間に関係があるときに implosion の理論を構成する。 
Polynomial skew product f(z,w) = (p(z), qz(w)) が上記の １の (2) の仮定を満たすとする。 
zj := pj(z), Qzn(w) := qzn-1 ∘∙∙∙∘qz(w) と定義すると、f の n 回反覆は fn(z,w) = (pn(z),Qzn(w)) 
と表される。βに収束する U 内の点列 {zn} に対し、写像列 {Qzn

kn } が 0 の近傍で、ある写像 
g (Lavaurs 写像という) に広義一様収束するような整数列 kn  ∞ が存在するための条件を
与える。 
 
(2) Polynomial skew product f に対し、fiber filled Julia 集合を Kz := {wℂ;{Qzn(w)} が有界},  
fiber Julia 集合を Jz :=∂Kz と定義する。Implosion の理論を応用して Jz と Kz の z →βの
ときの挙動を考察する。Lavaurs 写像 g を用いて fiber Julia-Lavaurs 集合 J(g), fiber filled 
Julia-Lavaurs 集合 K(g) を J(g) := (g-1(J0) )cl , K(g):= Kβ╲ g-1(ℂ╲K0) と定義する。ここで、
Xcl は X の閉包を表す。これらが各々 Jzn, Kzn のハウスドルフ距離の意味での極限の候補であ
る。Jzn  J(g), Kzn  K(g) を満たすための条件を与える。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) Parabolic implosion の理論においては、{f kn } の収束を示すために、放物的不動点での
Fatou 座標を考えることにより f を簡単な写像 T(w) = w + 1 に変換した。我々の場合、Fatou 
座標に対応するものはサドル不動点での線形化座標である。2つのサドル不動点で f が線形化
可能な場合は、この座標で考えることで {Qzn

kn } が収束するための条件を与える。 
 
(2) 線形可能でない場合として、サドル不動点がスーパーサドルの場合、即ち f のヤコビ行列の
固有値の 1つが 0 の場合を考える。(β,0) がスーパーサドルの場合は {Qzn

kn } の極限が恒等
的に 0 という写像しかないことを示す。 
 
(3) (0,0) がスーパーサドルの場合は、形式的な標準形の存在が知られているので、その形式的共
役写像が収束するための条件を求める。収束する場合は線形化座標の代わりに標準化座標で考
えることで、線形化可能な場合と同様の議論が可能である。  
 
 
４．研究成果 
 
(1) Polynomial skew product f(z,w) = (p(z), qz(w)) を上記 1 の (2) の ①, ② を満たすとし、
更に 2つのサドル不動点で f は線形化可能と仮定する。β に収束する U 内の点列 {zn} をと
る。p の不動点 0, βでの基本領域を F0, Fβとすると、pmn (zn) ∊ Fβ, p

ln (zn) ∊ F0 を満た
す整数列 ln  mn  ∞ が一意的に存在する。このとき、{pmn (zn)}cl ⊂ U と仮定する。する
と、次が成り立つ。(図 4 参照) 
 
① 整数列 kn ≧ ln が (Qzn

kn)’(0)  σ を満たせば、{Qzn
kn } は w = 0 の近傍で、ある写

像 g に広義一様収束する。Lavaurs 写像 g は Ws(β,0)  Wu(0,0) の写像とみなすと、線形
化座標では m(w) =σw と表される。 
② lim sup Kzn ⊂ K(g), lim inf Jzn ⊃ J(g).  
③ Kβの内部が Ws(β,0) と一致すれば、Kzn  K(g), Jzn  J(g).  
 

図 4. 線形化可能な場合の fiber filled Julia 集合 Kz と fiber filled Julia-Lavaurs 集合 K(g) 
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(2) (β,0) がスーパーサドルと仮定する(qβ’(0) = 0)。更に、q0 は双曲的とし、U の点列 zn
β に対し、pmn (zn) ∊ Fβを満たす整数列 {mn} が一意的に存在する。このとき、{pmn (zn)}cl ⊂ 
U と仮定する。すると、pkn(zn)  0 を満たす整数列 {kn} に対して次が成り立つ。 
 



① {Qzn
kn } の 0 の近傍での広義一様収束部分列の極限 g (Lavaurs 写像) は常に g ≡ 0.  

 
すると、J(g) := (g-1(J0))cl = Ws(β,0)cl, K(g) := Kβ╲ g-1(ℂ╲K0) = Kβである。 
 
② lim inf Jzn ⊃ Ws(β,0)cl (= J(g)). 
③ Kβ の内部が Ws(β,0)と一致すれば、Jzn  Kβ (= J(g)), Kzn  Kβ (= K(g)).  
 
これにより、1 の①で述べた例の数値実験の結果 (図 2 参照) が正当化された。 
次に q0, qβ は双曲的とし、それらの 0 以外の吸引的周期点の集合を各々 A0, Aβ と書く。 
{mn} は上で定義した整数列とする。このとき、 
 
④ Wu({β}×Aβ) ∩ ({pmn(zn)}cl×ℂ) ∩ Ws({0}×J0) =φならば Jzn  Ws(β,0)cl (= J(g)). 
⑤ Wu({β}×Aβ) ∩ ({pmn (zn)}cl×ℂ) ⊂ Ws({0}×A0) ならば Kzn  Kβ.  
⑥ Wu({β}×Aβ) ∩ ({pmn (zn)}cl×ℂ) ⊂ Ws([0:1:0]) ならば Kzn  Ws(β,0)cl . 
 
⑤、⑥の例：f(z,w) = (z3,w3 – 3iw2/√2+3(1-z)(1+w)w),  A0 = {-1}, Aβ= {√2i}.  
 

図 5. ⑤の例: zn ↗β= 1, Kzn  Kβ, Jzn  Ws(β,0)cl (= J(g)). 
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図 6. ⑥の例: zn = 1 - 10-n + 10-n+1 i, Jzn , Kzn  Ws(β,0)cl . 
 

     
 

(3) (0,0) がスーパーサドルと仮定する。p(z) = zd 、つまり、f(z,w) = (zd,qz(w)) としてよい。

q0(w) =λw + O(w2) とすると、f は f0(z,w) = (zd,λw) と形式的に共役であることが知られて
いる (Ruggiero)。つまり、(0,0) での形式的べき級数 Φ(z,w) = (z,(z,w)) が存在して  
f∘Φ = Φ∘f0 を満たす。このとき、次が成り立つ。 

①  q0(w) = (w+1)d - 1 ならば (従って λ = d)、Φは (0,0)で正則である。このときは、線形
化可能な場合、つまり (1) と同様の結果が得られる。 

②  q0(w) ≠ (w+1)d - 1 ならば、generic な仮定の下で、Φは (0,0)で正則ではない。 
 
 
＜引用文献＞ 
M. Ruggiero, Rigidification of holomorphic germs with non-invertible differentials, 
Michigan Math. J. 61, (2012), 161-185.  
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