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研究成果の概要（和文）：有限次元既約有界対称領域の間の正則写像やヒルベルト空間の単位球の間の正則写像
に対する境界シュワルツの補題を証明した。
　有限次元有界対称領域上の正則関数がブロック関数となるための様々な必要十分条件を無限次元有界対称領域
に拡張した。また、有界対称領域から有界対称領域への正則写像に対するシュワルツ・ピックの定理を与え、そ
の応用として、有界正則関数がブロック関数であることを証明した。
　2次元ユークリッド単位球上で単位円盤U上の正則関数gを用いて定義されるg-パラメトリック表現を持つ正則
写像の族に対し、有界な支持点が存在することを証明した。

研究成果の概要（英文）：In this project, we proved the boundary Schwarz lemma for holomorphic 
mappings between finite dimensional irreducible bounded symmetric domains or between complex Hilbert
 balls. 
 We extended several necessary and sufficient conditions to be Bloch functions for holomorphic 
functions on finite dimensional bounded symmetric domains to infinite dimensional bounded symmetric 
domains. As an application, we proved that bounded holomorphic functions are Bloch functions.
 We proved the existence of bounded support points for the family of holomorphic mappings on 
2-dimensional Euclidean unit ball which have g-parametric representation.  

研究分野： 多変数函数論

キーワード： ブロック関数　有界対称領域　境界シュワルツの補題　ブロック空間　支持点　シュワルツピックの補
題　正則近似　多重調和写像

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで得られていた境界シュワルツの補題を、より一般的な有限次元既約有界対称領域や無限次元ヒルベルト
空間の単位球に対して証明した。また、境界における条件を連続微分可能性より弱い条件である
Julia-Wolff-Caratheodoryの定理のタイプの仮定の下に証明した。
　ブロック関数・ブロックセミノルムの新しい定義を用いて、無限次元空間までブロック関数、ブロック空間の
定義を拡張した。また、その応用として、有限次元のときに未解決であった(重み付)合成作用素に関する様々な
問題を無限次元のときまで含めて解決した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
(1) 単位円盤上の Bloch 関数に対する Bonk の歪曲度評価式の高次元化として、C^n のユーク
リッド単位球 B^n 上の正則写像について、X.Y. Liu (Pacific J. Math., 1992) は Bonk の歪
曲度評価式を与えた。一方、J.Wang and T.S. Liu (Sci. China Ser. A, 2008) は、C^n の多
重円板 U^n 上の正則写像について、同様の最良の Bonk の歪曲度評価式を与えたが、その評価
式は X.Y. Liu とは異なるものであった。また、S. Chen, S. Ponnusamy, X. Wang(Complex Anal. 
Oper. Theory, 2012) はα-Bloch 写像への一般化として、ユークリッド単位球 B^n 上の正則写
像で２つの正規化条件を満たすものに対し、同様の最良の(αに依存した)Bonk の歪曲度評価式
を与えた。X.Y. Liu (Pacific J.Math., 1992) は、Bloch 写像 fはプレノルムが有限となるこ
とを示したので、B^n 上の Bloch 写像に対する歪曲度評価式と考えられる。このことは、J.Wang 
and T.S. Liu (Sci. China Ser. A, 2008) の多重円盤 U^n 上の結果についても同様で、多重円
盤 U^n 上の Bloch 写像に対する歪曲度評価式と考えられる。しかし、S. Chen, S. Ponnusamy, 
X. Wang(Complex Anal. Oper. Theory, 2012) はα-Bloch 写像 fがαプレノルムが有限となる
ことを示してはいない。 
 
(2) R.M. Timoney（Bull. London Math., 1980, J. Reine Angew. Math., 1980) は C^n 内の有
界等質領域上の Bloch 関数について研究し、J. Shi and L. Luo(Acta Math. Sinica, 2000) は
C^n 内のユークリッド単位球上の Bloch 空間や little Bloch 空間上の合成作用素の有界性や
コンパクト性について研究した。無限次元の場合は、O. Blasco, P. Galindo and A. Miralles( J. 
Funct. Anal., 2014) が無限次元ヒルベルト空間の単位球上の Bloch 関数について研究してい
る。 
 
(3) 単位円盤上の単葉正則関数全体の族 Sはコンパクトで、その支持点はすべて非有界である
ことが知られている。ユークリッド単位球上 B^n の単葉正則写像全体の族 S(B^n)は、コンパク
トでないことが知られており、I.Graham, H. Hamada, G. Kohr（Canadian J.Math., 2002) に
より S(B^n)上の部分族 S^0(B^n)が導入され、増大度定理、レブナー微分方程式との関連性、レ
ブナー鎖との関連性などについて単位円盤上の Sと同様の結果が成り立つことが研究されてき
た。さらに、単位円盤上のさまざまな単葉正則関数 g を用いて S^0(B^n)の部分族 S_g^0(B^n)
を考察し、増大度定理を関数 gを用いて記述し、精密化した。一方、F. Bracci は, S^0(B^n) に
は単位円盤上の Sとは異なり、有界な支持点が存在することを証明した。 
 
２．研究の目的 
(1) C^nの有界対称領域上のα-Bloch 写像に対するBonk の歪曲度評価式等を解明し、さらに、
α-Bloch 写像に対する Bloch 定数について考察する。また、α-Bloch 空間からβ-Bloch 空間
への合成作用素が有界やコンパクトになるための必要十分条件を求める。更に、多重調和写像
に一般化する。 
 
(2) C^n の有界対称領域上の Bloch 関数の同値な定義の多くが無限次元バナッハ空間の有界対
称領域上の Bloch 関数についても成り立つことを証明し、Bloch 空間 B(B_Y)から Bloch 空間
B(B_X)への合成作用素が有界やコンパクトになる必要十分条件を求める。更に、多重調和関数
に一般化する。 
 
(3) ユークリッド単位球上の単葉正則写像全体のさまざまな部分族の支持点について考察する。 
 
３．研究の方法 
(1) C^n の等質単位球 B 上の正則写像に対し、α-Bloch 写像とセミノルムを定義し、Bonk の
歪曲度評価式に関し以下の手順で研究を進める。 
 ①α-Bloch 写像について、セミノルムが有限であることを示す。 
 ②α-Bloch 写像に対する Bonk の歪曲度評価式を導き出す。 
 ③α-Bloch 写像に対する Bonk の歪曲度評価式が得られたら、それを応用してα-Bloch 写像
に対する Bloch 定数の下からの評価式を得たい。 
次に、等質単位球 B_X から等質単位球 B_Y への正則写像による合成作用素については、

JB^*-triple の Bergman 作用素を用いて、合成作用素が有界やコンパクトになるための必要十
分条件を与える。一般の無限次元等質単位球で証明が困難な場合には、どちらか一方が有限次
元やヒルベルト空間の場合にまず考察し、一般の場合の手掛かりを得る。 
 

(2)  Bloch 関数の同値な定義や合成作用素の有界性やコンパクト性に関する研究は以下の手
順で研究する。 
①有限次元の場合に R.M. Timoney（Bull. London Math., 1980) が示した Bloch 関数のさま
ざまな同値な定義が無限次元等質単位球でも成り立つことを示す。 
②Bloch 空間 B(B_Y)から Bloch 空間 B(B_X)への合成作用素が有界であるための必要十分条件
を、JB^*-triple の Bergman 作用素を用いて与える。 
③Bloch 空間 B(B_Y)から Bloch 空間 B(B_X)への合成作用素がコンパクトであるための必要十



分条件を、JB^*-triple の Bergman 作用素を用いて与える。 
④上記の方法がうまくいかない場合はX,Yが無限次元Hilbert 空間の場合やY が有限次元バナ
ッハ空間の場合について考える。 
 
(3) ユークリッド単位球上の単葉正則写像全体のさまざまな部分族の支持点についての研究は、
以下の手順で研究する。 
①gが U上の単葉正則関数のとき、S_g^0(B^n)に対応する Caratheodory 関数族 M_g がコンパク
トになることを示し、その結果を応用して、S_g^0(B^n)がコンパクトになることを示す。
（S_g^0(B^n)の元は、M_g の元を係数とするレブナー常微分方程式やレブナー偏微分方程式の
解を用いて記述できることが、I.Graham, H. Hamada, G. Kohr（Canadian J.Math., 2002) に
より示されている) 
②F. Bracci(Comput. Methods Funct. Theory, 2015) が Mの有界支持点を見つけるときに用い
た”shearing process”の手法を M_g についても応用し、M_g の有界支持点を見つける。この
手法だけではうまくいかないときは、I.Graham, H. Hamada, G. Kohr（Canadian J.Math., 2002) 
により示された M_g の元に対するさまざまな評価式を応用して考察する。 
③F. Bracci(Comput. Methods Funct. Theory, 2015) が S^0(B^n)の有界支持点を見つけると
きに用いた”shearing process”の手法を S_g^0(B^n)についても応用し、S_g^0(B^n)の有界支
持点を見つける。この場合も、この手法だけではうまくいかないときは、I.Graham, H. Hamada, 
G. Kohr（CanadianJ.Math., 2002) により示された S_g^0(B^n)の元に対するさまざまな評価式
を応用して考察する。 
 
４．研究成果 
(1) ユークリッド単位球 B^n の間の自己正則写像に対する boundary Schwarz lemma (Liu, Wang 
 and Tang(JGA, 2015)) をヒルベルト空間の単位球の間の正則写像に対する boundary Schwarz 
 lemma に拡張し、更に、Julia の補題より一般的な Julia-Wolff-Caratheodory の定理のタイ 
プの仮定の下に証明した。また、Liu, Wang and Tang (JGA, 2015) では、ユークリッド単位球 
B^n の間の正則写像に対する boundary Schwarz lemma の応用として、星型写像に対する歪曲定 
理を得ているが、本研究では starlike mapping of order α, strongly starlike mapping of 
 order α, almost starlike mapping of order α, parabolic starlike mapping of order α 
などの星型写像を一般化し統一的に扱うことができる g-星型写像に対する歪曲定理を得てい 
る。更に、Burns-Krantz (J. Amer.Math., 1994) による自己正則写像の boundary rigidity 
 theorem を、内点に固定点がある場合にヒルベルト空間の単位球の自己正則写像に拡張した。 
 
(2) 半径方向微分を用いることにより、ブロック型空間や、小ブロック型空間を任意の複素バ 
ナッハ空間の単位球上に拡張し、更に、ブロック型空間の間の拡張 Cesaro 作用素を定義し、 
その作用素が有界作用素やコンパクト作用素になる特徴づけを与えた。 
 
(3) A が non-resonant であるとは限らず, m(A)>0 であるすべての Aに対し、正規化された C^n 
の正則自己同型写像でB^nへの制限がA-パラメトリック表現を持つものがB^n上のA-パラメト 
リック表現を持つ単葉正則写像全体の族 S_A^0(B^n)で稠密であることを示した。その手法は、 
A-正規化された単葉レブナー鎖の変分について考察し、その応用として、上記の結果を示して
いる。また、無限遠点の近傍で恒等写像である C^n 上の擬等角写像で B^n への制限が A-パラメ
トリック表現を持つものが S_A^0(B^n)で稠密であることも示した。 
 
(4) B_X 上でブロックセミノルムと小林距離との関係を示し、Allen-Colonna(JMAA,2009) によ 
る有限次元の場合の未解決問題の無限次元まで含んだ解答を与えた。また、Holland-Walsh に 
よる単位円盤上のブロック関数の特徴づけをヒルベルト空間の単位球に拡張した。ブロック空 
間からブロック空間への合成作用素 C_φについては、オペレーターノルムの上から及び下か 
らの評価式や C_φが等長作用素になる十分条件や必要条件を無限次元有界対称領域 B_X 上に 
拡張した。そのうちの 1 つは、Allen-Colonna(JMAA, 2009) による有限次元の場合の問題の無 
限次元まで含んだ解答になっている。 
 
(5) ユークリッド単位球 B^n の間の自己正則写像に対する boundary Schwarz lemma(Liu, Wang 
 and Tang (JGA, 2015)), classical domains of type I の間の自己正則写像に対する boundary 
 Schwarz lemma (Liu and Tang, (Science China Math., 2017)),classical domains of type II  
の間の自己正則写像に対する boundary Schwarz lemma(Tang, Liu and Zhang, (J. Geom. Anal., 
 2018)) を、有限次元既約有界対称領域の間の正則写像に対する boundary Schwarz lemma に 
拡張し、更に、Julia の補題より一般的な Julia-Wolff-Caratheodory の定理のタイプの仮定 
の下に証明した。その証明の手法は、有限次元有界対称領域上の小林計量の具体的表現を求め、 
小林計量の境界の近傍での挙動を調べることにより証明している。 
 
(6) αブロック写像を有限次元有界対称領域上で新しく定義し、ブロック関数に対する Bonk 
 の歪曲定理を、ベルグマン計量を使って、濱田たちにより定義された定数 c(B_X)を用いて有 



限次元有界対称領域上のαブロック写像に拡張し、その応用として、ブロック定数の下からの 
評価式を定数 c(B_X)を用いて与えた。 
 
(7) H^∞(B_X)からブロック空間 B(B_X)への重み付き合成作用素 W_ψ,φについて以下のよ 
うな研究を行った。まず、重み付き合成作用素 W_ψ,φが有界となるための必要十分条件と 
そのノルムの評価式を与えた。この結果は、有限次元の結果の無限次元への拡張であり、また、 
下からの評価式は有限次元の時の結果の改良となっている。また H^∞(B_X)からブロック空 
間 B(B_X)への multiplication operator M_ψについて考察し、有限次元の時の Conjecutre 
の無限次元まで含めた回答を与えた。さらに H^∞(B_X)からブロック空間 B(B_X)への等長な 
multiplication operator M_ψが存在しないことを証明した。このことは有限次元の場合に、 
Conjecture になっており、無限次元まで含めた回答になっている。また、H^∞(B_X)からブ 
ロック空間 B(B_X)への等長な合成作用素が存在しないことも２次元以上で初めて示した。 
 
(8) Liu, Dai and Pan (JMAA, 2016) が与えたユークリッド単位球 B^n の間の多重調和写像に 
対する boundary Schwarz lemma を、境界での滑らかさの仮定を弱め、結果の評価式が次元に 
よる定数であったものを次元によらない定数にし、更に、証明を簡略化した。 
 
(9) 2 次元ユークリッド単位球B^2 上で単位円盤U上の正則関数gを用いて定義されるg-パラ 
メトリック表現を持つ正則写像の族 S_g^0(B^2) に対し、Bracci により導入された shearing 
 process を用いて、S_g^0(B^2)に有界な支持点が存在することを証明した。単位円盤 U 上で 
は、S^0(U)の支持点はすべて非有界であるので、1 変数函数論と多変数函数論の違いの 1 つに 
なっている。 
 
(10) R. Timoney（Bull. London.Math., 1980) は、ベルグマン計量を用いて有限次元有界対称 
領域(もっと一般に等質領域）上のブロック関数・ブロックセミノルムを定義し、今まで、有限 
次元有界対称領域（等質領域）上では、この Timoney による定義を用いて様々な研究がなされ 
てきた。しかし、ベルグマン計量は無限次元空間では考えられないので、本研究では、ベルグ 
マン計量の代わりに小林計量を用いて、無限次元有界対称領域上のブロック関数・ブロックセ 
ミノルムを定義した。有限次元有界対称領域の時は、ベルグマン計量と小林計量は同値である 
から、本研究による定義は、有限次元の時は Timoney の定義と同値である。本研究では、ブロ 
ック関数・ブロックセミノルムの新しい定義を用いて、有限次元有界対称領域上の正則関数が 
ブロック関数となるための様々な必要十分条件を無限次元有界対称領域に拡張した。また、有 
界対称領域から有界対称領域への正則写像に対するシュワルツ・ピックの定理を与え、その 
応用として、有界対称領域上の有界正則関数がブロック関数であることを証明した。更に、ブ 
ロック空間からブロック空間への合成作用素は常に有界な作用素であることを示し、また、コ 
ンパクト作用素になるための必要十分条件を有限次元から無限次元に拡張した。 
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