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研究成果の概要（和文）：一様で等方的材質をもつ非一様な形状をもつ細い弾性体の固有振動に関する作用素を
研究し, 固有値の分布を解明した. 曲げモードは細い領域においては固有値が小さくゼロ近傍に集積する. これ
の精密な漸近公式を領域の極限の線分上の方程式系として特徴付けた. 伸縮モードおよび捩れモードに相当する
固有値の挙動を軸対称な場合に導出した. それらは変数係数の２階の常微分方程式となる. 地球地震学に現れる
作用素のスペクトルの構造を解析した. 液体と固体が混在する弾性体をモデル化した線形楕円型作用素であり、
離散スペクトル以外のものが発生し本質的スペクトが生じる. そして複素平面で有界集合をなすこと示した. 

研究成果の概要（英文）：Eigenfrequencies of an elastic body of uniform and isotropic material but 
with an extremely thin shape with non-uniform cross-section are studied. The distribution of 
eigenvalues and their structure was analyzed. The eigenfrequencies of the bending mode were proved 
to be very small for thinner limit and elaborate behavior were described by the aid of a certain 
4-th order ODE operator with variable coefficients. The eigenfrequencies corresponding to the 
Stretching mode and the Torsion mode are also analyzed and the limiting behavors were described by a
 certain 2nd order ODE operator, respectively in the case that the thin domain is axissymmetric. The
 spectum of the elliptic opeator which arises as a vibration model in the geophysics was studied and
 it is proved that the essential spectrum is bounded in the comples plain while discrete spectrum is
 unbounded.   

研究分野： 応用解析学,偏微分方程式

キーワード： 特異的領域変形　楕円型方程式系　スペクトル解析

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は力学的な自然現象のモデル方程式の数学解析を行っている. 建物や橋の構造などの運動に関連する方程
式のスペクトル解析を行った. これらは物体の振動や安定性などの解析に密接に関連する数学理論である. 偏微
分方程式理論では単独の楕円型方程式に対してこのような特異的な形状依存性の研究が従来行われてきたが, 本
研究では上記のように身近の物理現象に関連する課題に密接に関連する数学的成果を得たことが意義が深いと思
われる.



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
波動現象において観測データや量が, 現象の土台としての空間や媒質の幾何的な形状を本質的
に反映する. 吹奏楽器において,内部の空洞の形状が励起される音程を決める主要なファクタ
ーとなる(人間の声も同じ). 弾性体の振動も類似のことが現れる. 地震が建物を振動させる際
の低い建物と高い建物に与える異なる効果や, 亀裂や欠陥の有無の特徴的な影響などである. 
また細かい骨組みをもつタワーや橋の振動構造も幾何的要因が重要となる. 電磁波の受信に関
してのアンテナ特性や複雑な微細構造をもつ物質の伝える光も形状依存性ととらえるべきテー
マである. 空気や川の流れにおいて障害物や湾曲した境界の形状による流れが不安定化を起こ
す. これらの仕組みや因果関係の問題は数学的には偏微分方程式の解の性質の領域形状依存性
の課題である. 特に方程式の中に作用素の固有値や固有関数が主役を担っている. また これ
らの課題では滑らかな領域変形(摂動)のみならず, 特異的な領域変形(領域摂動)の問題とみな
されるものも多い. このような観点からの数学研究 1960 年代に始まり現代まで様々な成果が
ある. Courant-Hilbert, Swanson, Ozawa, Besson, Chavel-Feldman, Jimbo, Maz’ya, Nazarov, 
Plamenevskij Lanza de Cristoforisらの仕事では特異的な領域変形下でのラプラス作用素の固
有値の摂動公式が様々な状況で得られた. 一方 2000 年以降にはラメの方程式系やストークス
の方程式系に関しても領域変形と固有値の摂動に関する仕事が現れている. これらの中には
Maz’ya, Nazarov, Plamenevskij, Ammari,Habib, Kang, Ciarlet, Kozlov, Ushikoshi, Jimbo 
などの仕事がある. これらの仕事の延長線に本課題はある.  
 
２．研究の目的 
本研究では上記の背景の下にラメの方程式系(L)やストークスの方程式系(S)に関して領域変形
の観点から研究する. 特に, その方程式系の主要部として現れる作用素の固有値問題や対応す
る固有関数の幾何的な特性を研究する. (L)は波動現象, (S)は流体現象に関連するがそれぞれ主
要部にシステムの楕円型作用素を含み, ラメ作用素, ストークス作用素と呼ぶことにする.  
(L) [弾性体の振動は次のラメ作用素の固有値問題]  
非一様な断面をもつ細い領域は極限として有限の線分に退化する. この領域においてラメ作用
素の固有値問題の固有値のみからなるスペクトルをもつことが関数解析の一般的議論からすぐ
わかる. その分布を詳しく解明することが目的である. 固有値の全体は細い弾性体においては
振動の変形の幾何的な違いから曲げモード(Bending mode), 捩れモード(Torsion mode), 伸縮
モード(Stretching mode) に分かれる. 曲げモードは細い領域においては固有値が小さくゼロ
近傍に集積する. これの精密な漸近公式を領域の極限の線分上の方程式系に帰着させて特徴付
ける. これは先行研究の特別なケースから見ると４階の常微分方程式となることが予想される. 
一方, 他のモード(伸縮モードおよび捩れモード) はあまりゼロに接近しないと予想されその特
徴付けを考える.  
(S) [ストークス作用素の固有値問題]  
ラメの作用素において第２ラメ定数(剛性率)がゼロに近づく極限においてシステムはストーク
ス作用素に接近すると予想されるためラメ作用素のと同様の課題をストークス作用素において
も研究する. 細長い領域においてストークス作用素に対して流体現象において起こるスリップ
境界条件を課した固有値の分布を考察する.  
(L-S) [多項式解の構造] 
上記の２項目に関連してそれぞれの斉次方程式の多項式解の代数的構造を調べる. 次数毎に解
の表現及び生成法を研究する. これらは (L), (S) において真の固有関数を近似する試験関数を
構成するために応用する.  
 
３．研究の方法 
研究目的に向かって今までの研究過程において培ってきた応用解析学的な方法を適用して上に
記述した特異的な領域変形に関する上記のスペクトル問題に取り組む. 具体的には, 適当なエ
ネルギー汎関数を用いて最小値問題によって固有値の特徴付けを行う. 精密な近似固有関数を
構成して固有値の評価を行う. さらには弱形式の方式による変分方程式の解の弱収束極限を経
由して極限方程式を導出するアプローチを行う. これらの方法はいくつかの先行研究を改良し
て得たものである. いわばコルンの不等式を導出する方法の中のメカニズムを部分的に働かせ
るやり方である. これらを複眼的に適用して目的に接近してゆく方法を取る.  
 
４．研究成果 
(1) 斉次のラメの方程式系およびストークス方程式系のすべての多項式解を構造した. 次数毎
の部部空間も調べた. 多項式解全体を単位球面 Sn-1 に制限したものが L2(Sn-1)において稠密に
なることを示した. 
(2) 弾性体の固有振動：一様で等方的材質をもつ非一様な形状をもつ細い弾性体の固有振動に
関するモデル方程式を研究した. 弾性体に相当する細い領域は極限として有限の線分に退化す
る. この領域において, そのスペクトルをなす固有値の分布を詳しく解明した. 固有値の全体
は細い弾性体においては振動の変形の幾何的な違いから曲げモード(Bending mode), 捩れモ
ード(Torsion mode), 伸縮モード(Stretching mode) に分かれる. 曲げモードは細い領域にお
いては固有値が小さくゼロ近傍に集積する. これの精密な漸近公式を領域の極限の線分上の方



程式系に帰着させて特徴付けた. 極限方程式は変数係数の４階の常微分方程式となることを示
した. 一方, 伸縮モードおよび捩れモードに相当するモードに関する解析を行い, 軸対称な場
合にそれぞれ極限方程式の固有値問題を導出した. それらは変数係数の２階の常微分方程式と
して特定することができた.  
(3) 地球地震学に現れる作用素のスペクトルの構造を解析した. 液体と固体が混在する弾性体
をモデル化した線形楕円型作用素であり、弾性係数が一部が退化し楕円性を失うため有界領域
で考えているにもかかわらず離散スペクトル以外のものが発生し本質的スペクトが生じる. そ
して複素平面で有界集合をなすことを正当化することに成功した. T. Kato のスペクトル分解
の理論を適用して関数空間を本質的スペクトル(有界)と離散スペクトル(非有界)に対応するも
のに直交分解することができる. これによって研究をそれぞれの部分空間に属する波の特徴付
けに還元することができた. 
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