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研究成果の概要（和文）：本研究では、構造相転移を伴う自由境界の形態変化に対し、非線形解析学による抽象
数学の手法と、有界変動函数の理論による幾何学的手法の双方を活用した数学解析を実施した。結果として、
「数学モデルの構築と可解性の保証」「形態変化する安定構造の幾何学的考察」「最適制御問題の提案と数学解
析」「数値計算による結果の再検証」の4つの課題において成果が得られ、これらを査読付き学術論文15編（う
ち国際共著6件）、研究集会での口頭発44件（うち招待講演6件／うち国際学会13件）の形で、社会へ発信するこ
とが出来た。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to study on the variable stable structures of 
nonlinear free-boundaries governed by structural phase transitions. To this end, the research 
program consists of: the qualitative observation by means of the abstract theory of nonlinear 
analysis; and the geometric observation based on the theory of function of bounded variation. The 
principal results are concerned with: (A) mathematical modelling and analysis; (B) geometric 
observation of variable stable structure; (C) optimal control problem; (D) numerical analysis; and 
the results are published in forms of: 15 peer-reviewed papers (including 6 international 
collaborations); and 44 presentations (including 6 invited talks, and 13 talks in international 
conferences).  

研究分野： 非線形解析学

キーワード： 構造相転移　自由境界　安定構造　形態変化　抽象数学の手法　非線形解析学　幾何学的手法　有界変
動函数の理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
構造相転移は「金属の結晶」や「コロイドのベシクル」などを扱う材料科学の分野において、予測や制御が困難
な現象として注目される代表的な研究テーマの一つである。この点において、本研究で実施した「自由境界の数
学解析」と「最適制御問題」は、現象の予測と制御に直結した活動であり、得られた成果は「独自の数学理論の
構築」という学術的意義と、「科学技術への応用の可能性に富んだ成果の産出」という社会的意義の双方の側面
を併せ持っている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１． 研究開始当初の背景 
 過去より研究代表者は、石鹸膜（シャボン玉）に代表されるような、ある力学的法則に従って
変化する「自由境界」を研究対象としており、結晶に代表されるような、自由境界の「安定構造」
の数学解析に取り組んできた。この活動の一環において、金属やソフトマター等の材料科学の分
野の研究者と交流する機会があり、近年では特に「構造相転移」という非線形現象を研究のキー
ワードとして注目するようになっている。構造相転移とは、温度や圧力等の条件によって安定構
造そのものの形態が劇的に変化 (転移) してしまう現象である。構造相転移を伴う自由境界は極
めて複雑に形態変化する事が知られ、その予測・制御は先端科学の大きな難問となっている。 
こうした背景を踏まえ、本研究は構造相転移を伴う自由境界において、動的に形態変化し続け

る安定構造の数学解析を構想の柱として、計画されたものである。 
 
２． 研究の目的 
 本研究計画は、大きく以下 3 つ目的から成る。 
 
(目的 1) 構造相転移の解析を可能とする数学モデルの構築 
 第一の目的は、構造転移を伴う自由境界を、科学的に分析する手段を得ることである。ここで
は形態変化する自由境界の安定構造を、代表者の専門である非線形解析学の枠組みで再現可能
とする数学モデルを構築することが、主な達成目標となる。 
 
(目的 2) 抽象論の汎用性と幾何学の具体性の双方の観点からの考察 
 第二の目的は、(目的 I)で構築した数学モデルに対する数学解析を実行し、自由境界の動きを
予測・制御するための数学理論を構築することである。ここでは、非線形解析学による数学モデ
ルの可解性の保証や安定構造の支配方程式の特定だけでなく、代表者が得意とする有界変動函
数の理論（BV 理論）を活用し、安定構造の幾何学的形態変化をも追跡可能とする所までを達成
目標とする。 
 
(目的 3) 数学理論の応用面での発展につながる活動の実践 
第三の目的は、金属に代表される「材料科学」の様な、数学以外の分野と提携する方向へ研究

を発展させることができるような活動を実践することである。このために、代表者が現象の応
用・制御に関する見解を説得力のある形で示し、他分野の研究者を融合研究に向けた議論に惹き
こむ事へつながるような活動を、研究計画の中に盛り込む。 
 
３． 研究の方法 
 以下は、本研究の目的を達成するために計画した研究課題と、課題を遂行する上で主力とする
研究手法である。 
 
(A) 数学モデルの構築と可解性の保証 
構造相転移における安定構造の劇的な形態変化は、エネルギーが不連続に変化する事によっ

てもたらされると考えられる。ここでは不連続性を伴うエネルギーの中から構造相転移の現象
再現に有望なものを幾つか選び出し、これらの勾配流を、構造相転移を伴う自由境界に対する試
作モデルとする。その上で試作モデルそれぞれの可解性を、変分学的手法を用いて検証し、解の
存在の証明に成功したものを本研究における正式な「提案モデル」とする。 

 
(B) 形態変化する安定構造の幾何学的考察  
提案モデルの解が構造相転移を再現する瞬間に注目し、その周辺の時間区間での自由境界の

形状変化を、幾何学的手法を用いて追跡する。その上で、構造相転移前の自由境界の構造と相転
移後の構造のそれぞれが示す安定性を評価し、両者の図形的特性の隔たりを考察する事によっ
て、構造相転移が自由境界の形態変化に与える影響を具体的に示す. 

 
(C) 最適制御問題の提案と数学解析 
提案モデルを状態方程式とする最適制御問題を考案し、最適制御の存在を保証する。次に安定

構造の形態変化に対する最適制御の連続依存性を検証し、最適制御が誤差等の「ゆらぎ」に対し
て持つ安定性を評価する。更に最適制御が満たす必要条件を明らかにし、最適制御の効率的な算
出を実現するための、数値計算アルゴリズムの構築に役立てる。 

 
(D) 数値計算による結果の再検証  
理論解析の内容を可視化する数値実験を実施し、課題 (A)(B)(C)で得られた数学理論による結

果を, 別観点から再検証する. また構造相転移が起こる本質的な条件・要因を逆問題的な発想で
考察する数値実験も行い, 計画の難航に備えた予備プランとして活用する 

 



４． 研究成果 
 以下では、研究期間内で得られた成果を、年度毎に整理して報告する。 
 
平成 28年度の研究成果 
平成 28 年度では多結晶体における構造相転移を伴う自由境界問題に的を絞り、今後の展開の

見通しを得る事を達成目標とした。この目標に対し、当該年度では大きく以下三点を、得られた
成果として挙げる事ができる。 
一点目は、結晶構造を表す「ウルフ図形」が結晶方位の変化と合わせて動的に形態変化する独

自の提案モデルを構築し、時間的・空間的に滑らかさを仮定するケースにおける提案モデルの解
の存在の保証にも成功した点である。更に、提案モデルと熱方程式とを組み合わせた連立系の構
成に関しても既に考察の見通しが得られているため、温度変化を引き金にした構造相転移とこ
れに関連する制御問題に対する研究において、大きな一歩を踏み出す事ができた自己評価して
いる。 
二点目は、「動的境界条件」のような結晶周囲の動的な環境変化を表す境界条件にも対応可能

となるように、数学理論の改良に向けた新しい研究目標を開発できた点である。動的境界条件に
関しては Allen-Cahn 方程式という「テストモデル」に対する数学解析法が構築できた段階であ
るが、先述の提案モデルへの実装の見通しは得られており、今後の発展が十分に期待できる成果
といえる。 
三点目は、「(H1)提案モデルの数学解析」、「(H2)提案モデルの数値計算と制御問題の考察」、

「(H3)力学的境界条件の実装」の 3つの課題を設定した。その上で、 (H1)はバレンシア大学(ス
ペイン)、(H2)はジョージ・メイソン大学(アメリカ合衆国)、(H3)はパヴィア大学(イタリア)と
いう、具体的な研究機関との研究協力体制が確立できた事である。特にジョージ・メイソン大学
は、本科研費計画の開始後に開拓した協力関係であり、この点において、当該年度では本研究計
画を強力にサポートする研究協力体制を構築することが出来た点で、次年度以降の計画遂行に
向けた大きな勢いをつけることが出来た。 
 
平成 29年度の研究成果 
平成 29 年度における大きな達成目標は、前年度で提案した数学モデルの数学的考察および数

値計算アルゴリズムの構築を進めることで、平成 30 年度より開始予定の最適制御問題の課題遂
行のための研究基盤を整備することであった。この目標に対し、当該年度では大きく以下三点を、
得られた成果として挙げることができる。 
一点目は、提案モデルを熱方程式と連立させた形に一般化し、この連立モデルの解の存在およ

び連続依存性を数学理論によって保証した点である。この研究成果により、構造相転移を伴う自
由境界を対象とした温度による制御問題を扱うための研究基盤が整備できたとみている。 
二点目は、先の熱方程式との連立モデルを更に抽象的に捉えた「仮似変分構造を伴う発展方程

式」にも考察の範囲を拡大し、こちらに対する抽象数学による制御理論を構築した点である。こ
れにより、構造相転移を伴う自由境界問題に対しては、現象を統一的視点で捉える「抽象的観点
による考察」と数値計算等による「形態変化の具体的追跡」の双方の研究手法が整ったことにな
る。更に、上記の「仮似変分構造」は構造相転移以外でも複雑系経済においてもしばしば現れる
キーワードであるため、本研究の進展次第では、得られた成果が幅広い現象解析の分野に波及効
果をもたらすことも、大いに期待できる。 
三点目は、主に「バレンシア大学（スペイン）」「ジョージ・メイソン大学（アメリカ合衆国）」

「パヴィア大学（イタリア）」等の海外の研究機関との共同研究活動を通し、より複雑な構造相
転移を捉えることを可能とする、新しいモデリングのアイデアが提案できた点である。更にその
過程で、前年度の提案モデルに対する改良点も指摘されたことは、当初の予想を上回る研究の新
展開のひとつとして、特筆することができる。 
 
平成 30年度の研究成果 
平成 30年度での達成目標は、考察する数学モデルに対する制御問題を構築する事であった。こ

の目標に対し、当該年度では大きく以下三点を、得られた成果として挙げる事ができる。 
一点目は、結晶粒界の数学モデルにおいて、数学モデルの線形化システムおよびその双対シス

テムを明らかにし、それらの可解性および連続依存性等の基本性質を数学理論によって示した
点である。この研究成果により、温度変化を制御とする最適制御問題の解（最適制御）の存在が
保証できただけでなく、最適制御の効率的な数値計算を可能とする数値計算アルゴリズムの構
築に対しても、研究の展望を大きく開く事ができた。 
二点目は、構造相転移をエネルギーの形態変化として捉えた仮似変分不等式による数学モデ

ルを新たに提案し、提案モデルの基本性質に関して考察を与えた点である。現時点では、より一
般的な枠組みでの考察が課題として残るものの、この研究成果により構造相転移を伴う自由境
界問題において、観測データからエネルギーの形態を推定する逆問題的なアプローチも今後の
研究の視野に入れる事が可能となった。 



三点目は、先述の結晶粒界モデルにおいて「結晶構造解」という結晶の物理的特性と関連性が
強い解のクラスを独自に設定し、結晶構造解の支配方程式を明らかにする事によって、難航して
いた解の一意性の成立条件を明らかにした点である。一意性に関しては、数学モデルの主要部を
有限次元空間上の発展方程式によって単純化できた点が成功の主な要因であり、この成果をも
とに結晶構造解に対する制御理論や数値計算に対しても従来より簡潔かつ効率的な解析法が開
発できる可能性が示された。 
 
令和元年度の研究成果 
令和元年度では、「(R1) 構造相転移を伴う自由境界に対する最適制御理論の構築」と「(R2) 

自由境界の幾何学的な形態変化の考察」の 2 つの課題に取り組み、その それぞれにおいて、
以下の研究成果を得た。  
[課題(R1)に関する成果] 最適制御理論に関する研究では、「仮似変分不等式による数学モデ
ル」と「結晶粒界の 1 次元 KWC 型モデル(Kobayashi-Warren-Carter 型モデル)」の 2 つ
を研究対象とした。仮似変分不等式の研究では、広範囲の自由境界問題を扱い可能とする抽
象数学理論による解析法を構築し、得られた成果を国内 外の 3 件の研究集会において発表
した他、論文 2 編を学術専門誌に投稿した（2 編とも査読中）。他方で、結晶粒界の KWC
型モデルの研究では、空間 1 次元のケースにおける最適制御問題の可解性および、最適制
御の必要条件（支配方程式）を明らかにした。更に、1 次元 KWC 型モデルを時間離散化し
た近似問題についても考察を進め、最適制御を効率的に算出するアルゴリズムの構築に対
する有力な手がかりを与えた。こちらに関しては、論文 1 編をプレプリントサーバ(arXiv)
へ登録したほか、日本数学会における口頭発表 1 件の形で成果を発表した。 
[課題(R2)に関する成果] 課題(R2)では、結晶粒界の 1 次元 KWC 型モデルに的を絞り、多
結晶体特有の「ファセット構造」が形作る自由境界の幾何学的形態変化の追跡を、活動の狙
いとした。この狙いの下で、「結晶構造解」という数学理論の枠組みを独自に定義し、1 次
元結晶構造解の時間局所的存在と一意性の証明に成功した。得られた研究成果については、
口頭発表を中心に国内外の 5 件の研究集会において成果発表し、論文発表についても現在
執筆作業が進んでいる。 
 
なお、当初計画では、令和元年度を計画の最終年度としていたが、結晶構造解の時間大域

的な存在を考察する段になって証明が難航した。更に当初の予想を覆す数値実験データも
得られたため、計画の大幅な見直しが必要であると判断した。これを基に期間延長の手続き
を行い、学術振興会の承認を得たうえで、最終年度を令和 2 年度に延長するよう、研究計画
を軌道修正した。 
 
令和 2年度の研究成果 
令和 2 年度では、前年度の軌道修正に加えてコロナ禍が予想外に甚大な影響を及ぼした

事から、構想していた計画を一度白紙に戻し、大幅に計画を練り直す事を余儀なくされた。
とはいえ、国内を中心とする研究協力者との Zoom や E-mail 等を介した連携を支えにする
事で、年度終了までに以下の成果を得る事ができた。  
[数学モデルの提案と数学解析] 自由境界の高度な形態変動を表す数学モデルとして、二重
非線形性を伴う仮似変分不等式による数学モデルを提案し、その可解性を数学的に保証し
た。また、熱交換と結晶粒界運動の相互作用を考慮した数学モデルを提案し、時間無限大で
の解挙動に対する考察を与えた。更にこれらの 2 つの研究内容のそれぞれを査読付き論文 
(計 2 編) として発表した。  
[最適制御問題] 当該年度では最適制御問題の数学解析が予想外の進展を見せ、「(i) 形状記
憶合金」「(ii) 結晶粒界運動」「(iii) 仮似変分不等式」の 3 領域と関連する最適制御問題を手
掛ける事ができた。その結果、(i)(ii)では最適制御の存在と最適性条件を明らかにし、(iii) で
は仮似変分不等式の問題を非線形発展 方程式によって近似する独自の方法を提案した。ま
た(i)(ii)(iii)それぞれに関する成果を査読付き論文(計 3 編)として発表し、更に(ii)については
オンライン の国際研究集会 2 件において成果発表を行った。  
[自由境界の形態変動の考察] 結晶粒界運動や画像処理問題に現れる全変動流に動的境界条
件を課した問題を考え、動的境界条件による力学的作用が自由境界の 形成にどの様な形で
影響が現れるかを調べた。またその成果を査読付き論文 1 編として発表した。  
[数値計算] 固体・液体相転移現象における最適制御問題に対する数値計算アルゴリズムの
収束の保証と、計算機に実装したテストシミュレーションを行い、査読付き論文 1 編とし
て研究成果を発表した。 



 
 計画全体を振り返ると、当初計画していた「(A) 数学モデルの構築と可解性の保証」「(B) 形
態変化する安定構造の幾何学的考察」「（C）最適制御問題の提案と数学解析」「(D) 数値計算によ
る結果の再検証」の 4つの課題において、一定数以上の研究成果が得られたことは、率直に目標
に対する合格ラインを達成できたと自己評価している。成果発表の方でも、査読付き学術論文 
15 編（うち国際共著 6 件）、研究集会での口頭発 44 件（うち招待講演 6 件／うち国際学会 13
件）の実績があがっており、研究業績としての分量も不足はない。唯一心残りであるのは、課題
(C)の一環として実施した「結晶粒界の KWC モデルの結晶構造解」の研究が、コロナ禍の影響
で当初の想定通りに進捗しなかった点で、こちらは今後の主要な研究テーマの一つとして活動
を継続したい。 
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