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研究成果の概要（和文）：　３個のソレノイド磁場が直線状に位置するの散乱系において, そのレゾナンス（散
乱極）のアハラノフ・ボーム (Aharonov-Bohm) 効果を追究した。磁場の中心が互いに十分離れたとき, 中心間
の捕捉現象によって実軸近傍に生成されるレソナンスの位置に AB 効果がいかに現れるかを解析した。結果は, 
その位置が単一ソレノイド磁場の後方散乱振幅に加え, 中心間の距離の比によって記述されることを示した。方
法は, 可解モデルである単一ソレノイド磁場散乱に関する情報を活用する。また, 同じ手法を４個の場合につい
ても議論した。

研究成果の概要（英文）： We study the Aharonov--Bohm effect (the AB effect) in quantum resonances 
for scattering by three solenoids in two dimensions under the situation that the centers of the 
solenoids are placed almost in line. The resonances are shown to be generated near the real axis by 
the trapping trajectories when the centers are largely separated from one another. We analyze how 
the AB effect is reflected in the location of these resonances. The results are described by use of 
the backward scattering amplitude by one solenoid and depend on the ratio of the distances between 
the solenoids as well as on the magnetic fluxes. The method makes a full use of the information from
 the scattering system by one solenoid, which is known to be exactly solvable in quantum mechanics. 
We also discuss the case of four solenoids. 

研究分野：数学解析

キーワード： スペクトル理論　シュレディンガー作用素　磁場散乱　レゾナンス　アハラノフ・ボーム効果　２次元
エフィモフ効果　3体フェルミ系

  １版

平成

研究成果の学術的意義や社会的意義
　量子力学の研究対象であるミクロな世界においては, 古典力学の直感とは相容れない量子効果とよばれる現象
が生じる。本研究課題では量子力学の根幹に関る現象のひとつであるアハラノフ・ボーム効果 (AB 効果) をス
ペクトル漸近解析を駆使して研究した。AB 効果とは, 量子力学に従う粒子が磁場の中を運動するとき，磁場の
みならず, それを生成するベクトル ポテンシャル自身も運動に関与する現象を言う。ほぼ直線上に並んだ３個
のソレドノイド磁場による散乱系において, 左右両端の磁場間の捕捉現象から生じるレゾナンスに第三の磁場の
磁束と配置が関係することを示し, AB 効果の実在を数学的に立証した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

申請者は, 40 年余年間に渡り, 量子力学の基礎方程式であるシュレディンガー方程式に対す

るスペクトル理論と散乱問題の数学解析の研究に従事してきた。とくに，固有値および散乱現

象に現れる種々の物理量の漸近性 (spectral asymptotics) を主要な研究課題としてきた。例を

挙げれば, プランク定数 h に相当する微小媒介変数の極限 (h → 0) をとることによって古

典力学との関係をみる準古典近似問題, 高エネルギ－および低エネルギ－領域での固有値の漸

近分布 (Weyl 公式とよばれる) あるいは古典粒子の捕捉現象によって実軸近傍に生成される

レゾナンスの分布などが中核を占める課題である。 

スペクトル理論においては, 偏微分方程式論, 作用素論, 数理物理からの問題意識が交錯し, 

その研究方法も多岐にわたっている。得られた研究成果は, ラプラス作用素のスペクトル理論

を介して, 確率論，微分幾何学，整数論などの諸分野と多くの接点を有し, 数学のひとつの大

きな研究分野を形成している。 欧米の研究所ではスペクトル理論関連のワークショップが毎年

開催され, 活発な研究活動が展開されている： 

URL: https://spectraltheory.wordpress.com/conference-on-spectral-theory 

2017 年度には, 日本でも, 加藤敏夫教授の生誕 100 年記念の一連の国際研究集会が開催され

た。加藤教授をはじめとして, この分野の進展に貢献してきた日本人研究者も少なくないが, 

近年は高齢化が進み、後進の育成が停滞しているのは残念である。 

 

２．研究の目的 

量子力学が提供する数学の問題は広く深くそして豊かである。その研究対象であるミクロな

物理現象において、古典力学的な視点から説明できない注目すべき現象がしばしば生じる。こ

のような自然現象は量子効果とよばれ、ひとつひとつが数学解析の格好の題材を提供している。   

本研究課題では, 次の２つの量子効果に焦点を絞り, スペクトル漸近解析の手法を駆使し,こ

れらの量子現象の背後に潜む数理を研究した。とくに、磁場に関わる量子現象の数理はスペク

トル理論の最近の重要な研究テーマのひとつとなっている。 

(1) アハラノフ・ボーム (Aharonov-Bohm) 効果： 量子力学に従う粒子が磁場の中を運動

するとき，磁場のみならず、それを生成するベクトル ポテンシャル自身もその運動に関与する。

量子力学の根幹に関るこの現象は、アハラノフ・ボーム効果，通称 AB 効果とよばれている。

３個のほぼ直線上に並んだソレドノイド磁場 (デルタ型磁場) による散乱系に対して, 実軸近

傍に生成されるレゾナンス（散乱極）の分布に AB 効果がいかに関与するかを解析する。この

散乱系は, 粒子が有する波動性と粒子性がともに顕在する簡単なモデルである。波動性は, 磁

場を生成するベクトル ポテンシャルによる AB 効果を通して波動関数の位相変化に現れ, 一

方, 粒子性は, 捕捉現象によって記述される。ソレノイド磁場が直線上に配置されることは, AB 

効果が最も強く現れる配置であり, 障害物による波動散乱における所謂 Ikawa（井川）条件

がみたされていないモデルでもある。 

(2) エフィモフ (Efimov) 効果：エフィモフ効果は, ３体系シュレディンガー作用素のスペ

クトル理論において最も特筆すべき性質のひとつである。粗く言えば, ２体部分系が零エネル

ギーにおいてレゾナンス（共鳴状態）にあるとき, どの２つの粒子も負のエネルギーで束縛状

態（固有状態）を生成しないにもかかわらず, ３体系は無限個の負の固有値を有する量子現象

をいう。古典力学からの直感とは相容れない, この量子現象は, 空間３次元のみで成立し, ２次

元では一般には成立しない。３次元と２次元の決定的な相違は, ３次元ラプラス作用素のレゾ

ルベントの積分核は, 低エネルギー領域で特異性を有しないが,２次元作用素は特異性をもつ



ことである。しかし, 磁場が生きているときには、事情が一変する。そのレゾルベントは, 低

エネルギー領域で特異性をもたず,３次元ラプラス作用素と類似のスペクトル構造を有する。磁

場を有する２次元３体系に対して, 零エネルギーレゾナンスから生まれる特異性を低エネルギ

ー領域でのレゾルベントの漸近挙動を用いて解析し, エフィモフ効果が成り立つかどうかを数

学的視点から検証を試みる。 

 

３．研究の方法 

 (1) この課題に関する下準備はほぼ完成し、初年度から論文作成に取り組んだ。前回の研究課

題（「磁場散乱のレゾナンスにみるアハラノフ・ボーム効果」(2013 – 2015)）において、次の

方針を提案していた：① 単一ソレノイド磁場による散乱系は可解モデルで, そのグリーン関数

（レゾルベント核）は, ベッセル関数を用いて複素積分表示ができる。この積分表示に最急降

下法を用いて, グリーン関数の前方方向に沿った特異な漸近挙動を詳細に解析し, AB 効果に

起因する位相変化はみるための漸近公式を確立する。 ② 複数個のソレノイド磁場による散乱

系のグリーン関数は, 単一磁場のグリーン関数から構成する。磁場の中心間で生じる捕捉現象

は, 数学的には単一磁場のグリーン関数の反復積分として表現されるが，下半平面にスペクト

ル（エネルギー）変数を有するグリーン関数は, 無限遠で指数的に増大し, その反復積分は一

般には発散する。この難点は, 実数変数を複素変数に変数変換 (complex scaling method) し, 

指数増大を指数減衰に変化させることによって克服できる。その技法は，２個のソレノイド磁

場の場合にすでに実行した。上記の手法を３個の場合に適用した。 

 (2) 磁場を有する３体系のエフィモフ効果の問題は, 幾分挑戦的な課題であった。下準備と

して, 磁場を有する２体系作用素が、零エネルギーにおいてレゾナンスをもつとき, そのレゾ

ルベントの低エネルギー領域での特異性の漸近解析は完了していたが, その結果を３体系レゾ

ルベントの解析につなげるためには, 十分な見通しがたっていなかった。３次元のアナロジー

の踏襲として, Faddeev 方程式の手法を試みたが, 幾多の克服すべき難点が残り, 満足すべき

結果には至らなかった。しかし、副産物として, ２次元空間でのエフィモフ効果に関する物理

系学術論文に遭遇し, 新しい研究課題を見出すことができた。 

個人で行う理論研究のため、同じ分野の研究者と課題について討論を深め、最新の研究成果

について情報を収集することが研究目的を達成するために不可欠である。そのような活動の場

として次のセミナー、研究集会を活用し、その参加経費に科学研究費は使用された： 

・作用素作用論セミナー（数理解析研究所） 

・スペクトル理論セミナー（学習院大学） 

・夏の作用素論シンポジウム 

・研究集会「数理物理と微分方程式」 

・研究集会「超局所解析と古典解析」 

その他に, 科学研究費が関わる研究活動として, 数理解析研究所の研究集会「スペクトル・散

乱理論とその周辺」（加藤教授生誕 100 年研究事業の一環として開催）の講演者として, フラ

ンスから２名の外国人研究者 (X.P. Wang (Nantes), J. Royer (Toulouse)) を招聘するととも

に, 最近のスペクトル理論のわだいについて研究交流を深めた。 

 
４．研究成果 

 (1) ほぼ直線上に配置された３個のソレノイド磁場による散乱系において, 左右両端の磁場

間で生じる捕捉現象によって実軸近傍にレゾナンスが生成されることを立証した。その分布が

両端の磁場による後方散乱振幅に加え, 間に位置する第三のソレノイドの磁束およびその配置



によって決まることを明らかにした。これは, 磁場散乱のレゾナンス問題において, AB 効果が

実際に深く関与することを数学的立証した最初の結果である。さらに, ４個のソレノイド磁場

の場合に拡張した。これらの結果は, 雑誌論文 ③ において公表した。 

 (2) 当初の目的は, 磁場を有する２次元３体系について, エフィモフ効果が生じるかどうか

を数学的視点から検証することにあったが, 期待した結果に残念ながら至らなかった。 

その代わり,２次元空間でのエフィモフ効果（磁場を有しない）の数学的視点からの検証を行っ

た。最近の物理系学術論文 ([Ref1, Ref2]) おいて、繰り込み群の手法を用いて２次元空間で

もこの現象が生じる系が存在することが報じられてきた： ① ３体フェルミ系（波動関数が反

対称性を有する） ② ３体レゾナンスを有する４体系。低エネルギー領域でのレゾルベントの

漸近解析を駆使し, エフィモフ効果を数学的視点から見直し立証するとともに, 零に集積する

負の固有値の漸近分布公式を導いた。その結果は, 系 ① については,学術誌に投稿, ② につ

いては論文として纏めている段階である。また, 結果の一部を、数理解析研究所での研究集会

やナント (Nantes) 大学の解析セミナーにおいて紹介した。 

 エフィモフ効果の研究は、1971 年の理論的予言に始まるが, 近年の実験機器の飛躍的な精

度の向上により実験によっても検証されて, 理論的見地のみならず実験的見地からも注目すべ

き量子現象のひとつとなっている。最近では, この効果をめぐって Efimov Physics と称せら

れるひとつの量子物理の研究分野が形成されている。最新の関連する話題については, 歴史的

背景およびその進展を含めて, 概説 [Ref3] において詳しく報告されている。数学的視点から

の議論が今後深まることを期待したい。最近やや精彩に欠ける多体系スペクトル理論の活性化

に寄与することになる。 
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