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研究成果の概要（和文）： 屈折現象が伴う波動伝播に対する散乱理論を空間遠方での漸近解析を用いて定常的
に展開し、成果を得た。具体的には、異物などが混入した2層媒質からなる3次元無限領域における波動伝播問題
に対して、研究目的(散乱現象の詳細な記述)を達成した。さらにこの研究を通して得られた知見に基づき地震波
のモデルである自由境界付き3次元半空間における弾性波動伝播に対しても、同様な理論を展開するための基礎
的な成果を得た。また、関連して非線形シュレディンガー方程式の逆散乱問題、摩擦付き定常波動方程式の解に
対する評価、リーマン多様体上のマクセル方程式の解の正則性に関する成果も得た。

研究成果の概要（英文）： We studied the stationary scattering theory for the wave propagations with 
the refraction phenomena. The study was done by using asymptotic analysis at infinity of space. The 
main difficulty arises from the singularity caused by the refraction phenomena. As a result, we 
derived an asymptotic expansion at infinity of solutions to the Helmholtz equation in a perturbed 
two-layered media. This wave propagation is simplest model of one with the refraction phenomena. 
Moreover, we obtained an elementary estimate for the elastic wave propagation in a perturbed half 
space with free boundary condition. This result is important one to establish the same scattering 
theory as the above wave propagation. 
 We also obtained related results, which are concerned with inverse scattering problem for 
non-linear Schroedinger equations, the stationary wave equations with dissipative terms and the 
regularity at interface of the solutions to Maxwell's systems on the Riemannian manifolds, 
respectively. 

研究分野： 数学的散乱理論

キーワード： 屈折現象が伴う波動伝播　ヘルムホルツ方程式　散乱および逆散乱問題　漸近解析　レゾルベント評価
　多様体上のマクセル方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
 波動伝播に対する散乱理論の数学的な整備は、数学はもちろん、波の入反射に基づく非破壊検査との絡みでも
重要である。とりわけ時間によらない定常的な理論展開は、非破壊検査に関する数値計算との親和性の観点から
も有用である。しかし屈折現象を伴う波動伝播においては、その研究成果の蓄積が十分とは言えない状況であっ
た。これに対して本研究で得た成果は、その第一歩的なものであり、実際の問題に関わる数値計算の数学的後ろ
盾になりうる。また、分担者によって得られた成果は、本研究のための数学的な道具立てにもなりうるもので、
これらは今後の研究の推進に有用なものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 もともと散乱理論とは、散乱体(原子など)に向けて平面波(電子などの粒子)を入射したときの
散乱波・反射波の様子を研究する物理学の分野を指しているが、その数学的定式化も同じく散
乱理論を呼ばれている。また、近年では非破壊検査への応用を念頭においた立場(工学)からも
散乱理論の有用性は高まっている。例えば、建設から月日が経過した橋などの構造物の内部で
の空洞や亀裂の有無を、もしくは作成された構造物への異物混入の有無を、構造物を破壊する
ことなく調査する際には、構造物内部へ平面波を入射し、それの空洞や亀裂(以下、これらを散
乱体と記す)による反射波(以下、散乱波と記す)を観測することで行われている。散乱体が小さ
い場合は、周期が短い波を用いられる。この場合の数学的定式化は無限領域または半無限領域
での波動伝播と解釈でき、その領域内での線形の波動方程式が波の伝播を支配・記述すると考
える。ただし、構造物が複数の異なる媒質・材質で構成されていたり、橋のように板状(半無限
領域と解釈する)であったりすることから、散乱体がない場合でも入射波に対する反射波と透過
波・屈折波(または弾性波における屈折的反射波)が発生する。従って、散乱体がない場合の伝
播構造を数学的に解明することは極めて重要である。しかし、屈折波の伝播方向が入射波のそ
れとは本質的に異なることで現れる特異性のために解明が十分に進んでいない状況にあった。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、半無限領域における弾性波動伝播や層状媒質からなる無限領域における音響

波動伝播などに対して散乱体を仮定した場合、平面波を入射した際に、媒質と媒質の境目など
によるその反射波と屈折波・透過波に加えて、散乱波が発生する様子を数学的に記述すること
である(以下、散乱体がない波動伝播を非摂動系、ある場合を摂動系と記すことにする)。より
具体的には、摂動系に関する一般化された固有関数、すなわち波動方程式から時間と空間変数
を分離することによって得られる空間変数のみの方程式(ヘルムホルツ方程式)の解、が空間遠
方で入射波、反射波、屈折波・透過波そして散乱波の重ね合わせ(和)で記述されることを示す
ことでことである。その際に、次の２点を合わせて示すことが本研究の核である： 

① 散乱波は四方八方に伝播していく物理的イメージの通り3次元球面波で記述される(正確
には空間遠方において球面波で近似される)。 

② 散乱波の球面波による近似誤差は散乱波を観測する方向に関係なく一様に評価できる。 
なお、散乱波を表す球面波の係数(振幅)が散乱振幅を呼ばれる量で、散乱体の情報を引き出す
上で重要な量となる。この一連の定式化は散乱振幅を数値計算で導出する際の数学的後ろ盾に
なる。 
 

３．研究の方法 
研究目的達成のために重要な役割をするのが非摂動系のグリーン関数に対する空間遠方での

漸近解析である。ちなみに、非摂動系を単独媒質からなる無限領域における波動伝播とした場
合、そのグリーン関数は具体的な関数(特殊関数)で記述でき、その漸近解析は特殊関数に対す
るそれに基づいて行われている。一方、本研究で対象とする屈折現象を伴う波動伝播に対する
グリーン関数を特殊関数で具体的に表現することは難しい。そこで，本研究では Wilcox(1984)
などによる層状媒質中の波動伝播に対する固有関数展開定理と Matsumura(1976)などで見られ
る定常(停留)位相の方法(フーリエ型積分に対する漸近解析)を用いた議論を組み合わせた方法
を採用した。ただし、標準的な定常位相の方法の直接適用では、肝心の屈折現象には対応でき
ない箇所が少なくないために議論の見直し・改良を適宜行った。そして得られた非摂動系のグ
リーン関数に対する漸近解析に基に散乱理論のよく知られた議論を展開して、研究目的の達成
を目指した。 
 
４．研究成果 
代表者である門脇と分担者の渡邊道之は、協力者の磯崎の助言を参考に、屈折現象が伴う波

動伝播に対するヘルムホルツ方程式の解の空間遠方での漸近解析とそれによる散乱理論に関す
る成果を得た。具体的には 2層媒質からなる 3次元無限領域に散乱体(異物)を仮定し、そこで
の波動伝播問題に対して目的の成果を得た(学会発表②，⑧，⑩～⑬，⑯，⑰および最終年度に
論文投稿に至る)。この波動伝播は屈折現象が起こるモデルで最も基本的なものである。しかし
ながら、このモデルに対してさえ、これまでに国内外において，本研究で掲げた目的に到達し
た結果は見当たらない状況であった。この意味で、この成果は本研究が目指した散乱理論の第
一歩と位置づけされる。さらに、この研究で得た知見は、当初から研究対象として掲げていた
地震波のモデルである自由境界付き 3次元半空間における弾性波伝播問題に対しても有効であ
る。実際に、この波動伝播に対しても同様の解析を行い、概ね目的を達成しつつある (雑誌論
文②および学会発表⑭)。なお，本研究の技術的な核は屈折現象が引き起こす特異性にも対応可
能な定常位相の方法の開発である。この方法は屈折現象を伴う他の波動伝播にも適用できる可
能性が高いことから更なる研究への寄与が期待できる。 
関連する成果として、渡邊道之は非線形シュレディンガー方程式に対する逆散乱問題に対す

る成果を得た(雑誌論文①および学会発表①，⑤，⑦)。分担者の中澤は摩擦項を伴う波動方程
式から導かれるヘルムホルツ方程式の解の評価の研究を行い、一定の結果を得た(雑誌論文③お
よび学会発表⑥,⑮)。同じく分担者の渡辺一雄はリーマン多様体上のマクセル方程式の解に対



する界面上の正則性を研究し、成果を得た(学会発表③，④，⑨)。 
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