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研究成果の概要（和文）：平面上に与えられた２色点集合(赤点と青点の集合）に対して成り立つ離散幾何的な
性質のあるものは、一部修正することにより３色点集合の性質へと拡張できる。そのような３色点集合の性質へ
と拡張できるものを見つけ、それが正しいことを証明することが目的である。さらにd次元空間のd＋１色点集合
にも拡張できるものもある。ハンバーグ定理と命名されものはその典型的な例であり、本研究で示した。この
他、課題に関連する離散幾何の問題やグラフ理論の問題について研究成果を得た。これらは１２本の論文にまと
めて発表した。

研究成果の概要（英文）：For given three colored point sets in the plane, we considered some 
geometric problems on them, which are arising from the discrete geometry on two colored point sets 
in the plane. Moreover, some problems can be extended to spaces. For example, we proved that there 
exists a balanced line for three colored point sets in the plane, and also showed the existence of 
balanced hyperplane in the d-dimensional space for d+1 colored point sets. We also obtained some 
other results on discrete geometry and graph theory related to the research project, and these 
results were published in 12 papers.

研究分野： 離散数学

キーワード： 離散幾何　平面上の多色点集合　幾何的グラフ　赤点と青点集合　グラフ理論

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
平面上に与えられた赤点と青点に関する幾何的な定理は１００年くらい前からいくつか知られていたが、本格的
に研究が始まったのはこの３０年くらいである。そしていくつかの研究成果が得られ、類似の性質が３色点集合
でも成り立つことがいくつか知られてきた。本研究では平面上に与えられた３色点集合上の各種幾何的な性質・
定理を得ることを主目標とし、いくつかの結果を得た。これらはさらに高次元への拡張や、４色以上の点集合の
問題へと進展していくものと思われる。また、これと関連するグラフ理論の問題などにも影響をあたえると思わ
れる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
平面上に与えられた２色点集合（赤点と青点の集合）に対しては、古典的な結果とは別に、近
年多くの新しい結果が得られ、さらに多くの研究へとつながっている。一方、２色点集合に対
する結果は一部を修正して３色点集合まで拡張できることが知られている。著者もこの方面へ
の貢献のある研究者の一人である。これをさらに進めることが本研究課題である。 
 
２． 研究の目的 
平面上に与えられた３色点の集合における離散幾何を研究することが目的である。この中には
高次元へと自然に拡張できるものもあり、可能なら高次元への拡張も試みたい。特に、次に述
べる３つの具体的な問題を本研究の指針とした。 (1) 平面上の３色点集合に対する一般化され
た平衡分割直線の存在とその高次元化、 (2) 平面上の４色点集合を２本の直線による交互領域
で２等分割する問題、(3) 平面上の赤点と青点を無交差な幾何的星グラフ K(1,3)で被覆する問
題。 
 
３． 研究の方法 
平面上の２色点集合に関する研究を元に、新しい手法を導入して研究を進めてゆく必要がある。
例えば、本研究ではボルスク・ウラムの定理の新しい適用手法や、赤点と青点が凸領域の境界
上にあるとき、無交差な幾何的星グラフ K(1,3)被覆を直接与える手法などを考えた。また、場
合によっては計算機による探索も有効である。 
 
４． 研究成果 
(1) まず概要を説明する。提示した３つの具体的な問題については、２つについてある程度納
得できる研究成果が得られ、論文として発表したものと準備中のものがある。一方、１つの問
題ついては昨年外国の研究者により解決された。具体的に提示した問題の他に、直線上の３色
点集合に関するある平衡化問題の解決や、２色点に関する幾何的グラフの問題、離散幾何の問
題、グラフ理論における研究成果を得た。以下にこれらについて説明する。 
 
(2) 平面上に赤点と青点の集合があると、各点集合を同時に 2等分割する直線が存在すること
が知られている。これをハム・サンドイッチ定理という。これを赤点と青点と緑点が合わせて
2n 個あり、各色の点は n個以下であるとき、平面を直線で 2つの領域に分け、1つの領域には
3色の点が合わせて k個あり、各色の点はそれぞれ k/2 個 以下であり、他方の領域には 3色の
点が合わせて h個あり、各色の点はそれぞれ h/2 個 以下あるようにできる。このとき k+h=n, 2
≦k, h である。このような直線を一般化された平衡分割直線とよぶ。これを 3次元以上の空間
に拡張することが問題の 1つであった。これについては、平面上の場合を含めて一般的な証明
を与え、またハム・サンドイッチとの違いを強調してハンバーグ定理と名付けた。 
 
(3)平面上に与えられた 4色点集合は、2本の直線による交互分割によって 2等分割できるだろ
うという問題は、昨年（2018 年）海外の研究者によって独自に見つけられ、また証明された。
3つ目の問題は平面上に与えられた赤点と青点の集合を、交差のない幾何的は星グラフ K(1,3)
で被覆する問題である。予想の完全な解決にはまだ遠いが、十分な内容のある部分的な解答が
得られ、論文として発表した。例えば与えられた点集合が凸多角形の頂点にあるような場合に
は完全に解決した。 
 
(4）この他、直線上に赤点が 2a 個、青点が 2b 個、緑点が 2c 個あるとする。すると全体では
2(a+b+c)個の点があり、これを真ん中で 2等分する。すると左側と右側では例えば赤点の個数
が違う。このときある連続する x個の点を左側からとり、同時に右側からも適当な連続するｘ
個の点をとり、これらを入れ替える。すると左側と右側で各色の点の個数が等しくなるように
できることを示した。これはパズル的な問題であるが、ボルスク・ウラムの定理という離散幾
何の定理を用いて示された。 
 
（5）上記の他に、関連する離散幾何の研究や、グラフ理論の研究を行い、12 本の論文にまと
めて発表した。 
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