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研究成果の概要（和文）：　本研究は、ヒルベルト空間上の作用素不等式及び行列解析の手法を基にして、情報
幾何学や量子情報理論などの分野の様々な幾何学的様相に絡んだ定量的な評価を中心に考察し、作用素論的な枠
組みの構築とその幾何学的構造を解明するために、2変数版のAndo-Hiai型不等式の負べき版を導き、量子情報理
論におけるTsallis相対エントロピーの諸性質を解明し、さらに非可換版の幾何平均の様相をノルム不等式の枠
組みで明らかにした。また、多変数版の作用素幾何平均の理論を構築し、Ando-Hiai型不等式を導いた。これに
関連して、行列値内積におけるコーシー・シュワルツ不等式の精密化とその応用を示した。

研究成果の概要（英文）：In this research, based on the method of operator inequalities on Hilbert 
spaces, we discuss mainly on the quantitative evaluation related to various geometrical aspects in 
the fields such as information geometry and quantum information theory. Our aim is to elucidate the 
framework of operator theory and to elucidate its geometrical structure.
  For this, we show two-variable version of Ando-Hiai type inequality for negative order, and 
elucidate the properties of Tsallis relative entropy in quantum information theory, and further we 
clarified the aspect of noncommutative geometric mean in the framework of norm inequality. We also 
constructed the theory of multivariate operator geometric mean and derived the Ando-Hiai type 
inequality. Also, we showed the refinement of Cauchy-Schwarz inequality via matrix valued inner 
product based on the matrix geometric mean. As applications, we show Lin's type refinements and 
matrix Wielandt inequaity.

研究分野： 解析学基礎／作用素論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　幾何学的な観点からの情報幾何学の研究はあまりなされているとはいえず、ヒルベルト空間上の線形作用素の
枠組みで定式化を試みることは、これまでの作用素論が築いてきた基礎理論との十分な連携を意味し、今回の研
究成果のひとつである。そして、作用素不等式からの視点で、その非可換構造の研究と、凸関数に関するJensen
の不等式の非可換化の考察が、多変数版の作用素平均の性質を調べるのに有効であることも示した。その成果に
よって、情報幾何学や量子情報理論に関連する幾何学的考察に適用できたことは数学の基礎理論の重要性を示す
上で重要である。Webページを通じて海外の多くの研究者がこれらの成果を閲覧している。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景：申請者は過去、研究してきた作用素平均・作用素不等式の基礎的な
結果を、2012 年に、Element 社の Monographs シリーズの第 4 巻として 1 冊にまとめ、Mond
と Pecaric が共同で開発していたエンゼンの不等式の逆関係不等式をより一般的な枠組みで捉
えることにより、その方法を Mond-Pecaric の手法として確立し、ヒルベルト空間上の作用素
そのものの不等式や作用素ノルム不等式などをもう一段階、上の視点から考察を行い、様々な
結果を統合、整理した。そのような流れの中で、近年、工学、情報幾何学、量子情報理論など
の分野の作用素論的な枠組みの構築の密接な関連の必要性が喫緊の課題として上がってきてい
る。しかし、情報幾何学や量子情報理論におけるさまざまな幾何学的内容は、ヒルベルト空間
上の線形作用素の枠組みの中では、必ずしも具体的に明らかになっていない。また、行列や作
用素の文脈での様々なエントロピーやダイバージェンスなどの評価を中心とした研究も進んで
いるとは言えない。また、近年、作用素平均の多変数化は目覚ましく進展し、その n 変数版の
作用素幾何平均の定式化が確立された。一方、作用素平均の path は幾何学的に測地線になっ
ていることを、Corach-Porta-Recht らが指摘したが、ファイバー束をベースとした考察だった
ためか、それ以降発展が余りなかった。その後、Bhatia-Holbrook, Hiai-Petz らが、正定値行
列の Riemann 計量との関連で、幾何学的考察を始め、その空間上の測地線を求めるなど、再
び幾何学的な考察が注目され始めた。このように、「作用素論」の枠組みにおいて、情報幾何学
や量子情報理論における基礎研究は十分な体制が作られている。 
 
２．研究の目的：研究開始当初の背景を鑑みた場合、ヒルベルト空間上の作用素不等式や行列
解析で研究してきた手法をもとにして、情報幾何学や量子情報理論などの分野のさまざまな幾
何学的様相に絡んだ定量的な評価を中心に考察し、作用素論的な枠組みの構築と、それらの分
野との関連を明らかにし、応用を広げることは極めて重要なことである。そこで、本研究では、
ヒルベルト空間上の線形作用素に対する作用素不等式の成果をもとに、情報幾何学や量子情報
理論などの分野における幾何学的構造の解明を目的とする。具体的には以下のことを明らかに
する。 
(1) このような幾何学的な観点から、情報幾何学の研究を、ヒルベルト空間上の線形作用素の
枠組みの中で定式化を試みること。 
(2) これまでの作用素論が築いてきた基礎理論との十分な連携を構築すること。 
(3) 測地線の幾何学的考察の作用素不等式の観点から、情報幾何学や量子情報理論を、行列・
作用素の枠組みで新たに捉え直し、その定量的な評価を中心に考察を行う。 
(4) さらに、情報幾何学や量子情報理論の分野との関連を明確化し、作用素論的な視点でその
応用を広げることを目指す。 
 
３．研究の方法：初年度は、研究分担者である藤井淳一氏との研究集会の開催を通じた研究交
流や資料収集を中心として、作用素論的な視点で、情報幾何学や量子情報理論の枠組みを明確
化するための土台作りとする。２年目からは、初年度の資料・研究に基づいて、作用素論と情
報幾何学との分野の融合によって生じる新しい観点から得られる不等式の開発を目指す。最終
年度は、過去２年間の総仕上げとして、国内外の研究者との研究交流を踏まえて、成果の発表
を国際学会や国内の研究集会及び論文発表を通じて行う。予想外にうまく結果が出ない場合に
は、その分析を行い、さらなる発展に備えたい。もう少し、詳しく述べると、作用素不等式に
おけるこれまでの成果を踏まえ、その応用として、幾何学的な考察に基づいて、情報幾何学や
量子情報理論との関連性やその応用、多変数幾何平均の理論とのかかわりを通して、作用素論
的な視点から情報幾何学の幾何学的な構造の解明を目指す。そのために、初年度は、現在精力
的に作用素論と情報幾何学との関連を研究されている藤井淳一氏と、共同で、研究を行い、こ
の課題に精力的に取り組む。藤井淳一氏は、これまでの科研（基盤研究（C)(一般))での研究成
果をもとに、作用素論と情報幾何学との基本的な道具立てを揃えることに成功している。申請
者は、ヒルベルト空間上の有界線形作用素及び行列に関する作用素（行列）不等式とその応用
に関する研究を進めてきたが、今回、申請者の作用素不等式の視点をもとに、情報幾何学、量
子情報理論、信号解析理論の基礎研究に、さらにもう一歩踏み込んで、それらの幾何学的構造
を明らかにし、その応用や従来の概念との関連性を見出していきたいと考えている。申請者は、
多変数作用素幾何平均を作用素不等式の視点で、その非可換性やそれらの作用素論的な性質を
明確にした。その結果は、愛媛大学で行われた日本数学会の 2013 年度秋季年会の特別講演と
して発表を行った。作用素論を取り巻く状況の中で、申請者の数学的な位置づけを説明できる
と思うが、その成果を、他分野、特に情報幾何学や量子情報理論および信号解析理論とのかか
わりにおいて発揮したいと考えている。 
 
４．研究成果：雑誌等に掲載された、当該研究課題に密接に関係する論文の内容の概略は、下
記のとおりである。 
（１）Karcher 方程式の解の唯一性と Karcher 幾何平均の自己共役性 
 Lawson と Lim は、可逆な正作用素に対して、Karcher 方程式が唯一の解を持つことを、バナ
ッハ空間の陰関数定理を用いて、示した。私たちは、作用素不等式の枠組みで、可逆な正作用
素に対するKarcher方程式の解の唯一性とKarcher幾何平均の自己共役性の同値関係を示した。
そのために、負冪の Tsallis 相対作用素エントロピーの価値によって、負パラメーターの作用



素べき平均の概念を改良した。しかし、可逆とは限らない正作用素に対する Karcher 方程式の
解の唯一性についてはまだ未解決である。可逆でない正作用素に対する Karcher 幾何平均の定
式化は、まだまだ克服すべき課題がたくさんあり、今後、この方面の研究も深めていきたい。 
 
（２）負パラメータをもつ Tsallis 相対エントロピーに関するトレース不等式について 
 半正定値行列の擬幾何平均を含む負冪の量子 Tsallis 相対エントロピーに関するトレース不
等式を示す。これにより、Umegaki 相対エントロピーと Fujii-Kamei による相対作用素エント
ロピーから誘導される FK相対エントロピーの関係がより明確になった。また、それらの差の評
価を Kantrovich 係数を用いて定式化をした。そのために、負冪の幾何平均に対する Ando-Hiai 
型不等式の定式化に成功した。この定式化により、行列幾何平均とカオティック幾何平均、及
び行列の積による幾何平均などの行列ノルムや、トレースノルムの関係を明らかにした。量子
情報理論におけるエントロピーなどの定量化は、この作用素論的な解析の方法がある程度有効
であることをこの研究で明らかにできた。さらに、この方面の研究を進めたい。 
 
（３）作用素幾何平均を用いた作用素値内積に関するコーシー・シュワルツの不等式 
 藤井によるコーシー・シュワルツの作用素不等式の価値により、私たちは、作用素幾何平均
を用いて加重混合シュワルツの作用素不等式を示し、さらに、Lin 型の拡張を示した。応用と
して、ある直交性の仮定の下で、加重混合シュワルツの作用素不等式を精密化する Wielandt
型の作用素不等式を示した。さらに、Bhatia-Davis による定式化とは異なる、作用素幾何平均
を用いた分散・共分散作用素不等式示し、それらの差や上限を与えられた作用素のスペクトル
を用いて評価をした。最後に、この定式化の下で、単位的完全正写像に関する Robertson 型の
不等式を導いた。これは、制限された条件下で、Schrodinger 型不等式を導く。このような、
作用素（行列）空間上の幾何学的構造を把握するうえで、この研究の果たす役割は大きい。さ
らに、作用素論的な観点で、新しい定式化とその応用的な視点を深めていきたい。 
 
（４）今後の展開 
 上記で、記したような結果を、さらに深めていくことが、今後の当面の課題である。多変数
版の作用素幾何平均に対する一般的な Ando-Hiai 型不等式の構成は、作用素空間上の幾何構造
を解析する上で、重要な位置を占めると考えられる。従って、一般の作用素幾何平均でない
perspective やその多変数版の構成は今後の課題である。また、これらの研究を通じて、幾何
学的な観点からの情報幾何学や情報理論の研究を、作用素論の枠組みで解明をしていきたい。 
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