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研究成果の概要（和文）：佐藤超函数論は複素関数論に基づく一般化関数の理論である．佐藤超函数論は数値的
扱いの難しい特異関数を数値的に扱いやすい解析関数で表すので，数値計算での有用性が期待される．
具体的には，数値積分，積分方程式，Fourier変換に対し佐藤超函数論を応用した数値計算法を提案した．数値
積分では複素周回積分を介した方法を提案した．この方法は指数関数的収束し特にベキ的特異性をもつ積分に有
効である．積分方程式の数値解法は，この数値積分法を応用したものである．Fourier変換では，
Fourier-Laplace変換で表される複素解析関数を解析接続する方法を提案した．

研究成果の概要（英文）：Hyperfunction theory is a theory of generalized functions which is based on 
complex function theory. Hyperfunction theory expresses singular functions, which is difficult to 
treat with in numerical computations, by analytic functions, and, therefore, it is expected to be 
applicable to numerical computations. 
In this study, we dealt with numerical integration, integral equation and Fourier transform. We 
proposed a numerical integration method which gives desired integrals via complex integrations. We 
found that it converges exponentially and is efficient especially for integrals with power 
singularities. Numerical solution for integral equations is an application of this numerical 
integration method. Besides, we proposed a numerical method for Fourier transform by the analytic 
continuation of a complex analytic function given by Fourier-Laplace transform. 

研究分野： 数値解析

キーワード： 佐藤超函数　複素関数論　解析関数　数値積分　積分方程式　Fourier変換

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
佐藤超函数論は当初、純粋数学における理論であった．同理論を応用数学分野に応用するという研究はあまりな
されておらず．その意味で、佐藤超函数論を数値解析分野に応用するという本研究は画期的なものである．そし
て，佐藤超函数論が純粋数学における一分野にとどまるだけでなく，実用面においても十分役に立つものである
ことが示された．そして，数値解析の分野においても，佐藤超函数論という数学の一分野から新たな数値計算の
道具がもたらされたと言える．
数学においては，当初は純粋な数学的興味から考え出された概念が，後に実学においても有用であることが示さ
れた例がいくつもある．本研究もその一つと言えよう．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究の着想の発端は平山が提案した数値積分法である．平山の方法では，計算しようとす

る積分において被積分関数が実解析関数である場合，関数論における Cauchy の積分公式によ
りもとの積分を複素積分に変換し，それを台形則で近似計算する．緒方がこの数値積分法を理
論的に解析し数値実験してみたところ，とくに端点特異性の非常に強い積分に対し有効である
ことがわかった． 
そして，ここで現れる実積分の複素積分への変換は，実は佐藤超函数論における積分の定義

に一致する．佐藤超函数論とは佐藤幹夫が考案した一般化関数論の理論である．大雑把に言え
ば，超函数(hyperfunction)とは次のように解析関数の境界値の差で表される一般化関数 f(x)で
ある． 
 
 
（F(z)は複素平面から実軸を除いた部分に含まれる領域における解析関数）．例えば，Dirac の
デルタ関数 δ(x)，Heaviside の階段関数 Y(x)は佐藤超函数として次のように表される． 
 

 
（複素対数関数 log z は主値，すなわち，-π< Im log z=arg z≦πなる分枝とする）．そして，
平山の数値積分法は，求めようとする積分を超函数積分とみなして，それを定義する複素積分
を近似計算する方法なのである．そして，上述の通り，この数値積分法は端点特異性の強い積
分に有効である．この有限区間数値積分に対する佐藤超函数論の応用を他の数値計算に拡張し
ようというのが，本研究の目的である． 

 
２．研究の目的 
本研究では，科学技術の諸計算について佐藤超函数論に基づく数値計算法（以下「超函数法」
と記す）を作成し，従来の方法に対する有効性を計算する．具体的には，無限区間積分，特異
積分（Cauchy の主値，Hadamard 有限部分積分）に対する数値積分，積分変換（Fourier 変
換など），積分方程式に対し超関数法を考案する． 
 
３．研究の方法 
本研究では，定積分，特異積分，積分変換（Fourier 変換など），積分方程式といった科学技術
計算に対し，超函数法の数値計算公式を作成する．そして，従来の方法と比較しつつ超函数法
の性能を，とくに特異性をもつ問題に対する有効性に注意して，理論誤差解析，コンピュータ
による数値実験の両面から検証する．また，超函数計算に伴う問題，たとえば，複素数計算の
手間の軽減，複素積分の積分路の選び方，超函数の数値的表現・可視化についても考察し，計
算手法を考案する． 
 
４．研究成果 
(1) 第 1 年度（平成 28年度）は，佐藤超函数論に基づく数値積分法の構築を課題とした．実解 
 
析関数 f(x)の積分 （w(x)は重み関数）の数値計算を考える．この積分
は 
 
佐藤超函数論を用いれば次のように複素周回積分を用いて表すことができる． 

 
ここで 
                                                                                                        

（C は積分区間(a,b)を正の向きに囲む閉複素積分路）．この複素積分を数値的に計算すること
により求める積分の近似値を求めるのが，本研究で提案する方法である．これまでの研究で有
限区間積分に対する計算法はすでに確立されていたが，当年度はこれを拡張し，半無限区間積
分および Hadamard の有限部分積分に対する数値積分法を構築した． 
半無限区間（正の実軸）積分に対する数値積分法は基本的には有限区間積分の場合と同様で，

佐藤超函数論により求める積分を正の実軸の周りを周回する積分路上の複素積分に変換し，そ
れを台形則で近似計算する．ただし，無限区間積分の場合，それを変換した複素積分も無限積
分となるので，DE公式の手法を併用した．この数値積分法は，理論解析により分点数に対し指
数関数的に収束し，数値実験により端点特異性をもつ積分に対して有効であることが示された．
図 1に半無限区間積分 
 
 
 


b

a
dxxwxf )()(

,)()(
2
1

)()(  
C

b

a
dzzzf

i
dxxwxf

  


b

a
dx

xz
xw

z
)(

)(

)0()0()( ixFixFxf 

 ,))0(log())0(log(
2
1

)0(0
)0(1

)(,
0

1
0

1
2
1

)( ixix
ix

x
xY

ixixi
x 

























 
  

0

1 0),(  dxex x



を超函数法および DE公式で計算したときの誤差の標本点数 Nに対する変化の様子を示す．図よ
り，超函数法は端点 x=0 におけるべき的特異性が強くなっても数値積分の精度がほとんど変わ
らず高精度な積分値を与えていることがわかる． 
 

 
超函数法                    DE 公式 

図１：超函数法および DE公式の数値積分誤差． 
縦軸は相対誤差の常用対数，横軸は標本点数 N． 

 
 
Hadamard の有限部分積分は，例えば (f(x)は f(0)≠0なる関数)という積 

 
 
分について，この積分自体は発散するが， という積分を考え極限 
 

 0 をとったときに発散する項を取り除いた有限値のことである．これは元来極限操作を
用いて定義されるので数値計算が面倒であるが，佐藤超函数論を用いると通常の積分と同様の
扱いが可能となるので，本研究の数値積分法が簡単に応用できる．そして，実際に数値積分法
を構成し，数値実験によりその有効性を確かめた． 
（関連する発表論文等：②，③，④，⑤，⑪，⑭，⑮，⑯，⑰，⑱） 
 
(2) 第 2 年度（平成 29年度）は，第 2種 Fredholm 積分方程式 
 
 
 
（K(x,y),f(x)は既知の関数，w(x)は既知の重み関数）に対する超函数を構築した．これは，こ
れまでに研究した数値積分に対する超函数法の応用である．ここでは，佐藤超函数の積分は複
素積分で定義されることに着目し，積分方程式の積分作用素を複素積分で表現した上で数値積
分に対する超関数法を適用して離散化し，連立一次方程式に帰着させて数値解を得る．数値実
験により高精度で近似解を得，真の解に指数関数的に収束することがわかった．図２に，積分
方程式 
 
 
に対し，超函数法および数値積分則として DE 公式，Gauss-Jacobi 公式を用いた方法で数値会
を求めたときの誤差を示す．この方程式の積分作用素は極めて強い端点特異性をもつが，超函
数法は高精度で数値解を与えることがわかる． 
一方，この解法に現れる連立一次方程式は極めて悪条件であり，十分精度の良い解を得るため
には多倍長計算に頼らざるを得ないことがわかった．この難点の克服が今後の課題として残っ
た． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図２：第２種 Fredholm 型積分方程式に対する数値解法の誤差．縦軸は誤差の常用対数，横軸は
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数値計算公式の分点数 Nである．rhocは超函数法で用いるパラメータの値である． 
 

(関連する発表論文等：⑫，⑬) 
 
(3) 第 3 年度（平成 30年度）は，Fourier 変換 
 
 
 
に対する超関数法を構築した．Fourier 変換は科学技術計算で重要であるが，f(x)が減衰の遅
い関数の場合積分計算が困難であるという問題がある．これに対し本研究では，佐藤超函数論
における Fourier 変換の定義に従い，Fourier-Laplace 変換により表されるある解析関数を計
算し，その実軸上への解析接続により Fourier 変換を計算する方法を提案した．この解析関数
の計算には数値積分を要するが，この積分は被積分関数が指数関数的に減衰するので，従来の
数値積分公式（DE 公式）で簡単に計算できる．数値実験によりこの方法の有効性が示された．
また，この研究に関連して，解析関数に対する連分数を用いた解析接続の数値計算法が考案さ
れ，その有効性が確かめられた．図３(a)は， 
 
 
に対し，図３(b)は 
 
 
に対し超函数法で Fourier 変換 F[f](ξ)を計算したときの誤差を示す． 

 
(a)                                          (b) 

図３：Fourier 変換 F[f](ξ)に対する超函数法の誤差． 
縦軸は絶対誤差の常用対数，縦軸は座標ξを示す． 

 
（関連する発表論文等：①，⑥，⑦，⑧，⑨，⑩） 
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