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研究成果の概要（和文）：基底状態から無限小のエネルギーで状態を変化させられるギャップレスな状態は、量
子相転移点のみでならず、安定な量子臨界相として出現することがある。本研究では、ギャップレスな量子臨界
状態を特徴づける性質として、２つの新しい概念を導入した。１つは低エネルギー極限を記述する場の理論が持
つ、スピンの「回転」とスピンの位置の並行移動に関する対称性を共にゲージ化（局所化）する際の障害を表す
量子異常である。もう１つは、電気分極のゆらぎの強さを表す分極振幅が、系のサイズとともにどのようにスケ
ールするかを表す新たな指数である。

研究成果の概要（英文）：Gapless states, in which the ground state can be modified by an 
infinitesimal energy, appear not only at quantum phase transition, but also as stable quantum 
critical phases. In this project, we introduced two novel characterizations of gapless quantum 
critical states. One is a quantum anomaly, which represents an obstruction against gauging 
(localizing) both the spin rotation symmetry and translation of spin locations simultaneously. The 
second is a new exponent characterizing the scaling of the polarization amplitude, which represents 
the magnitude of the fluctuations of the electric polarization, when the system size is increased.

研究分野： 物性理論・統計力学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ギャップレスな量子臨界状態の理論的・数値的解析はギャップのある相に比較して難しく、未開拓の部分がかな
り大きい。本研究で、場の理論において重要な概念である量子異常、また物理的に自然かつ重要な概念である電
気分極に基づいて、ギャップレスな量子臨界状態の新たな視点からの分類を行ったことは、ギャップレスな量子
臨界状態の包括的な理解に向けた一歩である。実際、本研究を受けて、ギャップレスな量子臨界状態の分類の理
論がさまざまな観点から盛んになっており、このような世界的な研究の潮流を作り出す一つの契機を与えた先導
的な研究成果であると考えている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
絶対零度における量子相の分類に大きな発展があり、トポロジカル秩序相や、対称性によっ

て保護されたトポロジカル相の概念が確立し、多くの興味深い実例が見いだされていた。しか
し、相関の強い量子系の相の分類には未開拓の点が多い。一方、物性物理と、場の理論におけ
る量子異常の関連は、以前から量子ホール状態の端状態などについて知られていたが、トポロ
ジカル相の分類についての応用については開拓が始まったところであった。特に、S. Ryu らに
よって、共形場理論のオービフォールド構成に伴う量子異常に基づく、対称性によって保護さ
れたトポロジカル相（SPT 相）の分類が提案されていた。SPT 相の端状態は、対称性を保持す
る限り端への摂動だけでは解消することができない。これは、端状態を記述する場の理論の量
子異常として解釈することができる。逆に、場の理論の持つ量子異常によって SPT 相の分類を
行うことができる。しかし、この段階では既知の SPT 相の分類を再現しているに過ぎなかった
とも言える。場の理論における量子異常を応用、あるいは量子異常をヒントにした新たな展開
が望まれていた。 
一方、SPT 相などのトポロジカル相の分類は、ギャップのある相にほぼ限定して議論されて

いた。ギャップレスな量子臨界状態は、ギャップのある相の間の量子相転移点として出現する
ことが多いが、物性物理学においては安定な量子臨界状態の例も多く知られている。このよう
な状態の安定性を解明し、さらに「相」として分類することが求められていた。 
 
２．研究の目的 
場の理論における量子異常の概念に基づいて、量子相の分類について新たな枠組みを構築す

ることが目的であった。 
 
 
３．研究の方法 
格子上の量子多体系について強力な制約を与える Lieb-Schultz-Mattis（LSM）定理とその

一般化においては、粒子数保存に対応する大域的な U(1)対称性と、格子の並進対称性が重要な
役割を果たす。一方、大域的な U(1)対称性を持つ 1 次元量子多体系の有効理論である
Tomonaga-Luttinger 流体(TLL)は、共形場理論としては無限個のプライマリー場を含み構造が
複雑である。そこで、大域的対称性として、より高い対称性であるSU(N)対称性を考えた。SU(N)
対称性を持つ 1 次元「反強磁性」スピン鎖の有効理論は、SU(N) Wess-Zumino-Witten 理論で
あり、これは SU(N) Kac-Moody 代数に関して有限個のプライマリー場で記述できその面では
U(1)のみの場合よりも単純である。さらに、格子の並進対称性は SU(N)場に対する ZN 内部対
称性として表現される。 
本研究の元になった論文 1 では、N=2 (SU(2)対称性)の場合について、並進対称性に対応す

る Z2 対称性をゲージ化してオービフォールドを構成する際の量子異常が、LSM 定理の場の理
論版に相当することを指摘した。この大域的量子異常は Gepner と Witten が 1986 年の論文で
明らかにしたものであるが、この物性物理・量子統計力学における意義をはじめて指摘したも
のである。さらに、この量子異常によって、SU(2)対称性と共形普遍性を持ち量子臨界的な（ギ
ャップレスな）1 次元量子相が２つに分類できることを示した。 
上記の議論を一般の SU(N)対称性に拡張しようとすると、オービフォールド構成による同じ方
法ではうまく行かない。そこで、より根源的な方法として、並進対称性に対応する ZN 対称性
と、SU(N)対称性を同時にゲージ化することに伴う’t Hooft 量子異常を考えた。このとき、両
者の対称性がからむ混合’t Hooft量子異常が自然にLSM定理に対応することがわかった。また、
この議論の N=2 の場合が上記の SU(2)に対する解析を再現する。 
このような SU(N)スピン鎖に関する考察から、ギャップレスな量子臨界相に関して、いまま

で認知されて来なかった特徴づけや分類ができることがわかった。そこで、物理的に重要な
U(1)対称性のみが存在する場合について、このような視点から再検討を行った。量子異常の代
表例であるカイラル量子異常は、U(1)ゲージ場（電場）に対する系の応答を示していると言え
る。絶縁体における電場応答は電気分極によって決まると考えられる。逆に、電場応答によっ
て電気分極を定式化することができる。このような議論は以前から多くの文献で用いられてい
たが、電場をあらわすゲージ場の不定性に伴う混乱が残っていた。そこで、絶縁体における電
気分極の定義について、ゲージ場に対する応答として系統的な解析を行った。 
 ギャップレスな電気伝導体においては、電気分極のゆらぎが発散するため電気分極が定義で
きないことは以前から認識されていた。しかし本研究では、上の議論も踏まえ、電気分極のゆ
らぎの有限サイズスケーリングを行い、ギャップレス相の新たな特徴づけを試みた。 
 
 
４．研究成果 
オービフォールド量子異常に基づいて、SU(2)対称性と格子並進対称性の存在下で SU(2)量

子反強磁性鎖にあらわれる量子臨界相を２種類に分類できることを提唱した論文（論文 1）を
出版した。この論文は本研究開始前に arXiv で公開、および雑誌投稿を行っていたが、本研究
中にレフェリーコメントに対応した改訂を行い、Phys. Rev. Lett.誌に出版した。また、この論
文の内容に関する国際会議招待講演や集中講義などを行って成果の周知を行った。ギャップレ



スな量子臨界相のトポロジカルな分類は現在盛んになりつつある研究分野であるが、本論文は
この流れを作りだすにも貢献したものと考えている。このような状況を表す傍証として、論文 
1 は素粒子理論と物性理論の両分野にわたって、既に 25 件引用されている（Google Scholar
により、出版前のプレプリントに対する引用を含む）。 

SU(N)対称性を持つ量子反強磁性鎖についての考察から、上記のオービフォールド構成に基
づく議論は、より根源的には混合 ’t Hooft 量子異常を反映していることを指摘し、SU(N)量子
反強磁性鎖のギャップレス量子相の分類を行った。特に、SU(N)対称性が低エネルギー極限で
SU(N’)対称性(N<N’)に拡大される場合、出現するギャップレス量子臨界相に課せられる制約を
導いた（Y. Yao, C.-T. Hsieh, and M. Oshikawa, arXiv:1805.06885 未出版）。 

U(1)対称性を持つ量子多体系のゲージ場に対する応答をまず絶縁体について系統的に解析
し、電気分極の定義を整理した。特に、実空間におけるゲージの取り方に対応して無数に異な
る電気分極の定義が可能であることを示し、それらの物理的意味を明らかにした（論文 6）。 
また、2 次元の量子多体系に電気分極の議論を適用し、ゲージ不変性と組み合わせることで、

Laughlin のゲージ不変性によるホール伝導度量子化の議論を、端状態を持たないトーラスに拡
張した。この議論は、周期格子上では LSM 定理の議論と組み合わせることができ、周期格子
上の量子多体系について、充填因子と量子化されたホール伝導度の間の一般的な関係式を導い
た。特に、プラケットあたりの磁束が π で、サイトあたりの粒子数が半奇数の場合、既存の
LSM 定理では磁気単位胞あたりの粒子数が整数なので何の制約も導けないが、今回の結果を用
いると時間反転対称性を守る限り単一な基底状態がギャップを持つことができないことが導か
れる。これは、「π フラックス」系におけるディラック的なギャップレス状態の非摂動論的な安
定性を示唆している。（Y.-M. Lu, Y. Ran, and M. Oshikawa, arXiv:1705.09298 未出版） 
さらに、電気分極が定義できないギャップレス量子臨界相において、分極のゆらぎの強さを

あらわず「分極振幅」が系のサイズにベキ的に依存することを S=1/2 XXZ 鎖とそれに関連する
モデルに対して、数値的・解析的研究によって示した。このベキは、有効理論である TLL の普
遍的な性質を決定する Luttinger パラメータに依存するが、同じ Luttinger パラメータであっ
ても後方散乱の有無によってベキが異なる。これは、分極振幅の有限サイズスケーリングが
Luttinger パラメータにとどまらない系の特性を特徴づけることを示唆している（論文 7）。な
お、このようなベキ的なふるまいについては場の理論的な説明が最近 Furuya と Nakamura
によって与えられた(S. C. Furuya and M. Nakamura, Phys. Rev. B 99, 144426 (2019))が、こ
れを含め分極振幅の有限サイズスケーリングは今後のギャップレス量子臨界相の一般的な理解
の手掛かりになるものと考えられる。 
上記に加えて、派生的な成果として、量子多体系の基底状態を特定の基底で展開したときの

Shannon-Rényi エントロピーの普遍的な有限サイズスケーリング(論文 2)、カゴメ格子上の
S=1/2 反強磁性体の基底状態の密度行列くりこみ群による解析の再検討によるディラックスピ
ン液体状態の示唆（論文 3）、量子多体系のエネルギースペクトルからのハミルトニアンの逆
推定（論文 4）、量子統計性が多粒子系の基底エネルギーに与える影響の詳細な解析（論文 5）、
TLL の接合部付近での相関関数のクロスオーバーの解析（論文 8）などがある。 
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