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研究成果の概要（和文）：相転移現象を数値計算で調べようとすると、相転移点近傍では緩和が遅くなり平衡状
態に達するのは難しい。大域的な状態更新で緩和を加速する手法と、初期緩和から情報を抽出して平衡化を行わ
ない手法が知られていたが、我々は大域的な状態更新の初期緩和から情報を抽出する、さらに効率的な融合手法
を開発した。本研究はその手法を、量子ゆらぎで相転移が起こるより複雑な系にも拡張したものである。またこ
の手法の正当化はこれまでは数値計算結果に頼っていたが、仮想的だが数学的に解けるモデルの解を足掛かり
に、一般的な状況でも現象論的に導出した。

研究成果の概要（英文）：We generalized the cluster nonequilibrium relaxation method to the standard 
quantum Monte Carlo scheme, namely the continuous-time loop algorithm, and investigated the 
Neel-dimer quantum phase transition in the two-dimensional dimerized S=1/2 antiferromagnetic 
Heisenberg model. With the scaling analysis based on the stretched-exponential ordering from the 
isolated dimer state, we estimated the quantum critical point and critical exponents accurately. In 
order to establish the theoretical basis of the present scheme, we obtained the exact solution of 
the nonequilibrium relaxation process in the infinite-range Ising model based on the Swendsen-Wang 
cluster algorithm, and derived the stretched-exponential relaxation formula phenomenologically based
 on a dynamical relation settled in this exact solution. Furthermore, we generalized the “
temperature scaling”, which scales off-critical data during nonequilibrium relaxation in 
local-update algorithms, to that in cluster-update algorithms.

研究分野：物性基礎理論・計算物理学

キーワード： 計算物理学　数理物理学　量子モンテカルロ法　非平衡緩和法　クラスターアルゴリズム　スケーリン
グ理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
量子ゆらぎで相転移が起こる系は、空間次元に加えて仮想的な次元も導入しないと数値計算ができないため、扱
える系の大きさに厳しい制約があり、効率的な計算手法の開発が望まれてきた。本研究で提案した手法は、緩和
が極端に遅い系や、不純物のさまざまな分布を平均しないと振舞がわからない系など、従来の計算手法では絶望
的だと思われてきた状況になるほど強みを発揮する。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景  
(1) スピン多体系の相転移研究では、動的モンテカルロ法を用いた数値計算が大きな役割を果
たしてきたが、二次相転移を伝統的な局所更新アルゴリズムで計算すると相転移温度で緩和時
間が発散し（緩和の関数型が指数関数から冪に代わり）、計算が困難になる。この臨界緩和の困
難を解決するために提案されたのが、系をパーコレーション問題に変換し、パーコレートした
クラスターごとの大域的更新で臨界緩和を加速するクラスター更新法と、臨界緩和過程の情報
から相転移温度や臨界指数を推定し、平衡化を回避する非平衡緩和法である。  
(2) 臨界緩和を加速して平衡化を実現するクラスター更新法と、臨界緩和の遅さを逆用して平
衡化を回避する非平衡緩和法の併用は困難という常識を超えて融合を達成したのが、本課題で
用いるクラスター非平衡緩和法である。その本質は、相転移温度における物理量の時間依存性
は引き伸ばされた指数関数型になることであり、冪緩和を前提に構成された通常の非平衡緩和
法をこの関数型に沿って再構成すれば、クラスター更新法の緩和の速さを活かせる。  
(3) 量子スピン多体系のエネルギーは局所的に計算できないが、量子モンテカルロ法は系を余
剰次元方向に n 分割して古典スピン多体系に近似的に射影する（n→∞の極限で厳密になる）。
この極限を定式化の段階で取る連続時間量子モンテカルロ法が現在は標準的に用いられるが、
この定式化はクラスター更新法の量子版に相当するループアルゴリズムが前提になっている。 
  
２．研究の目的 
	
(1) 非平衡緩和法を用いて量子スピン多体系の相転移研究を行う際には、従来は量子モンテカ
ルロ計算にあえて局所更新アルゴリズムを導入して、臨界緩和が遅くなるように調整していた。
だが、クラスター非平衡緩和法を量子モンテカルロ計算に拡張することができれば、標準的で
効率も良い連続時間量子モンテカルロ法に基づいて非平衡緩和法を用いた相転移研究を行える
ようになる。この定式化を行い、具体的なモデルで実証することが最大の課題である。	
	
(2) 他方、クラスター非平衡緩和法における引き伸ばされた指数関数型の臨界緩和の導出は、
これまでの研究では専ら数値的に行われてきた。この導出を理論的にも行うことで、方法論の
基礎をさらに固め、さらなる発展の土台を作ることも重要な課題である。 
  
３．研究の方法 
 
(1) クラスター非平衡緩和法の量子モンテカルロ計
算への拡張には、適切な量子スピンモデルを選んで
定式化を進める必要がある。本研究の出発点として
ダイマー化した２次元量子反強磁性ハイゼンベルク
モデルのネール-ダイマー量子相転移を扱う。異方性
のある１次元系は複雑な補正項を持ち扱いにくい。
右図の赤いボンドがダイマー化しており、ダイマー化が弱ければ左のようにネール状態が基底
状態になるが、ダイマー化が強くなるとダイマー化したボンドに局在する singlet が強まって
ネール秩序は消える。ネール状態は自発的対称性を破っているがダイマー状態は自発的対称性
を破っておらず、ネール状態が古典系の低温相に相当する通常の二次相転移が起こる。この系
を調べる際に重要なのは、シミュレーション時の温度をサイズとともにスケールして基底状態
に系統的に近づく手法と、クラスター非平衡緩和の出発点になる状態の取り方である。 
 
(2) 他方、クラスター非平衡緩和法の理論的基礎付けは、解析的な取り扱いが可能な無限レン
ジイジングモデルを出発点とする。総てのスピン同士が同じ強さで結合し、エネルギーの示量
性を保つために個々の結合は J/N（N は全スピン数）に取る特殊なモデルであり、物理量の振
舞も有限次元系とは異なるかもしれないが、上部臨界次元以上の系では臨界現象は平均場理論
と一致すると考えられており、これを通じて有限次元系との対応が付けられる。また、この系
で得られた解析的な表式を出発点にして、有限次元系の現象論を構築することもできる。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) kBT=1/L と温度をサイズ増加に応じて下げてゆき、
ダイマー化したボンドに孤立した singlet が乗ってい
る状態からクラスター非平衡緩和を始めると、上記の
モデルの基底状態が系統的に得られる。この計算は完
全無秩序状態からの秩序形成過程<|mst(t)|>~exp(cts) 
に相当し、さらにランダムウォーク型の磁化のサイズ
依存性も考慮すると、右図のようにきれいにスケール
する。ダイマー化の割合 1+d の量子相転移点dcは先行
研究と完全に一致し、磁化の臨界指数b/nと緩和指数s
も３次元ハイゼンベルクモデルとよく一致している。

⇄



ただし、研究過程では Binder 比に基づいた解析に拘り、この手法が査読者に理解されなかった
（スケーリング性が良すぎるために「スケーリング性の悪化」で相転移点の誤差範囲を決める
ことは難しく、推定値の変動から決める経験的な手法に説得力が不足していた）ため、論文と
して纏めるのは遅れ、当初計画していたより複雑な量子相転移への応用は間に合わなかった。
上記のように３次元ハイゼンベルクモデルの解析に準ずる方向で論文を準備中である。 
 
(2) 他方、クラスター非平衡緩和法の基礎付けは大きく進展した。無限レンジイジングモデル
の Swendsen-Wang アルゴリズムによるクラスター非平衡臨界緩和の磁化と相関長の時間依存性
の厳密解が得られ、その関数型は tN-1/4の組で特徴付けられる。冪的緩和を示す非平衡臨界緩和
では tL-zという組が現れ、N=L4, z=1 を示唆するが、上部臨界次元の４次元系で数値計算を行う
と SW アルゴリズムの非平衡臨界緩和でも z=1 の冪緩和が得られ、この見立てが確かめられた。
また無限レンジモデルの相関長の厳密解は dx(t)/dt=S(t)x(t)という微分方程式を満たすが、有限
次元系の S(t)は t で展開されると仮定すると、主要項が S(t)=1/(zt)の場合に限って解はx(t)~t1/zと
いう冪緩和型になり、それ以外の場合は S(t)= cs ts-1という一般型（s≠0）に対してx(t)~exp(cts)
が解となり、引き伸ばされた指数関数型の臨界緩和が現象論的に導かれた（論文刊行済）。 
 
(3) 量子希釈系の相転移を調べる準備として、ボンド希釈した２次元イジングモデルの相転移
をクラスター非平衡緩和法で調べ、従来手法では困難だった希釈臨界点近傍まで解析を行い、
緩和指数sはボンド希釈に対して連続的に変化することを見出した。(1)の成果同様、解析手法
の問題で論文化は遅れているが、(5)の新規手法なども用いて纏める予定である。 
 
(4) Binder 比に基づいた解析は相転移点の推定法に問題があったが、磁化分布関数の時間発展
と併せると、引き伸ばされた指数関数型の臨界緩和が見えている領域はガウス分布で特徴付け
られるが、この振舞が飽和すると平衡状態の臨界指数が見え始める、というクラスター非平衡
緩和に特徴的な時間発展を反映しており、包括的な視点から纏め直す予定である。 
 
(5) 以上の成果は転移点直上の臨界緩和に関するものだが、転移点から離れた非平衡緩和デー
タについては、局所更新アルゴリズムでは動的スケーリング理論に基づく「温度スケーリング」
で整理されていたが、クラスター非平衡緩和ではそれに相当する枠組がなかった。だが我々は
最近、温度スケーリングをクラスター更新の場合に拡張した。この定式化は動的スケーリング
理論に基づいた定式化とは相補的であり、局所更新の場合にも従来の温度スケーリングよりも
良いスケーリング性質を示すことが数値的に確認された。この新手法は量子相転移にも応用が
可能であり、今後の幅広い発展が期待される。 
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