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研究成果の概要（和文）：連続状態波動関数が漸近領域で満たす境界条件はその微分断面積の議論に必要不可欠
であるが、可積分(L2)法ではその取り扱いが困難であった。この解決のために、光イオン化の遷移モーメントに
「２ポテンシャル公式」を用い、非同次シュレーディンガー方程式の解を複素基底関数（CBF）法によって表現
する方法を考案した。
１電子ウラン正イオンのK殻光イオンの問題に非同次Dirac方程式を応用した。全断面積、微分断面積は以前の理
論計算とも、また中性ウラン原子の実験結果ともよく一致した。この計算結果は、電磁場の多極子効果と小成分
波動関数の重要性を示し、相対論を含む計算におけるCBF法の有用性が分かった。

研究成果の概要（英文）：Boundary conditions satisfied by continuum states at the asymptotic region 
are essential for the discussion of differential cross sections, and have been a long-standing 
obstacle to some L2 methods. To solve this problem, we rely on the so-called two-potential formula 
to represent transition moments, and apply the complex basis function (CBF) method to solve the 
driven-type Schr&ouml;dinger equation for photoionization differential cross sections.
The K-shell photoionization cross sections of the one-electron uranium cation have been studied 
using the inhomogeneous Dirac equation. The total and differential cross sections showed good 
agreement with the previous theoretical values and also with experimental values for the neutral 
uranium atom, emphasizing the importance of the multipole effect of electromagnetic fields, and 
significant effects caused by the small component wave functions. These results demonstrated the 
effectiveness of the CBF method in relativistic treatment.

研究分野： 理論化学
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子展開　局所射影分子軌道摂動論　分子間相互作用理論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
古くから多くの研究分野で物質の構成元素やその化学環境を調べるためにX線光電子分光法（XPS）が利用されて
きた。特に最近の極短時間計測法では、光電子角度分布の測定を通して、分子構造の時間変化が議論されてい
る。微分断面積の評価は容易でないが、将来的にはこのような研究分野に有用な基礎情報を提供できると期待さ
れる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

電子状態理論の長足の進歩により多くの分子系のイオン化エネルギーは第一原理計算により

予測可能になったが、光イオン化効率となると話は違う。簡単な分子の始状態を Hartree-Fock

解で近似する光イオン化断面積の理論は、1980 年代にほぼ完成したが、複雑な多体効果を包括

的に取り扱う計算手法は未完成で、今でも個々の研究者よって ad hoc に開発されている。 

光電子は散乱波として表現されるため、電子散乱の手法に基づく計算手法がよく用いられた

が、複雑な多体効果の扱いには不向きである。一方、モーメント法に代表される量子化学手法は、

複雑な電子状態にも対応できるが、微分断面積や部分断面積は評価できないといったジレンマ

があった。本研究課題で基礎とする複素基底関数（CBF）法を使えば、微分断面積は評価できる

ものの、H 原子の問題に 50～60 個もの基底関数が必要で非現実的であった。[1] 

本研究代表者は、このような問題意識のもと、本研究課題が引き継いだ2012～2015年の基盤

研究（C）（一般）やその前段階の研究によって、CBF法を用いて連続状態の情報を取り出すに

は、複素数軌道指数を最適化することが重要で、その上でCBF法を使えば漸近領域における位相

シフトや、微分断面積や部分断面積の計算は現実的になると予測した。また、複素座標法を

Diracハミルトニアンに用い、Stark効果に含まれる相対論効果を調べたHoらの研究[2]をヒント

に、CBF法が相対論や電磁場の多重極効果を含む形式に拡張可能かどうかに興味を持った。 

 

２．研究の目的 

(1) 光イオン化全断面積だけでなく微分断面積も計算可能な手法の開発を目指す。特にCBF法に

おいて、光イオン化断面積と直結する振動数依存分極率をそのCBFに含まれる軌道指数に対し

て最適化することの意味を明確にする。この意味づけは、応用計算において基底関数を設定する

際に有用なヒントになる。 

(2) 過去の全断面積の計算において、CBF法は自動イオン化やチャネル結合などの多電子効果を

正確に表現することが分かっていた。そこでCBF法による全断面積から微分断面積や部分断面

積を取り出す方法を、(1)で得た概念を基礎に調べる。 

(3) 最近、分子の内殻X線領域の光電子分光が盛んになっていることに鑑み、(1) (2)で開発した

手法の、相対論や電磁場の多重極効果を含む形式への拡張可能性とその有効性を調べる。 

 

３． 研究の方法 

(1) 注目しているN電子系Hamiltonianを𝐻、エネルギーが𝐸0の束縛始状態をΦ0、光子の角振動数

を𝜔、電気的双極子モーメントの振動電場成分を𝜇とすると、光イオン化全断面積は、グリーン

関数あるいはその虚数部分を用いて、以下の振動数依存分極率の形式で書かれる（原子単位系）。 

σ(ω) = −
4πω

𝑐
 Im lim

𝜂→+0
< Φ0|𝜇(𝐸0 + 𝜔 − 𝐻 + 𝑖𝜂)−1𝜇|Φ0 >           ① 

                  =  
4π2ω

𝑐
< Φ0|𝜇𝛿(𝐸0 + 𝜔 − 𝐻)𝜇|Φ0 >                    ② 

始状態Φ0と電磁場との相互作用により、分子の電子波動関数には、次の driven（非同次）型シュ

レーディンガー方程式の解である１次摂動波動関数𝛹(1)が誘起される。 

(𝐸0 + 𝜔 − 𝐻)𝛹(1) = 𝜇Φ0                        ③ 

③式は、Hylleraas 型汎関数   𝐼[Ψ̃] = (Ψ̃, (𝐻 − 𝐸)Ψ̃) + 2(Ψ̃, 𝜇Φ0)                ④ 

の変分解が満たすオイラー方程式であり(𝐸 = 𝐸0 + 𝜔)、その解 Ψ̃opt = (𝐸 − 𝐻)−1𝜇Φ0 = 𝐺(𝐸)𝜇Φ0 

を使うと、汎関数の極値は次式のように振動数依存分極率になる。（比例定数は無視） 

  𝐼[Ψ̃opt] = (Φ0𝜇, (𝐸 − 𝐻)−1𝜇Φ0)          ⑤ 



この⑤式で (.. ,.. ) は通常のブラケットとは異なりブラ側の複素共役は取らない。さらに 𝜇Φ0を

実数として③式の両辺の虚部を取ると、(𝐸0 + 𝜔 − 𝐻)Im[Ψ̃opt] = 0           ⑥ 

より１次摂動波動関数Ψ̃optの虚部は𝐸 = 𝐸0 + 𝜔 の連続正則解である。つまり Hylleraas 型汎関数

に CBF を使い、その表式に含まれる線形・非線形の複素数パラメータを最適化することは、振

動数依存分極率を非線形複素数パラメータについて最適化することであり、その最適化された

虚部は全断面積を、また線形方程式の解は、その虚部に正則連続解を含む１次摂動波動関数𝛹(1)

を高精度に与えると期待できる。このように CBF 法を用いた従来の光イオン化断面積の計算は、

driven 型シュレーディンガー方程式を、変分的に解く基底関数展開法であると解釈できる。 

以上の解釈の妥当性を調べるため、単純な水素原子の問題に応用し、正則・非正則クーロン関

数の複素スレーター型軌道(cSTO)の組による変分的な展開、および外向クーロン関数の複素ガ

ウス型軌道（cGTO）の組による最小二乗展開という、二つの方法で数値検証を行った。 

(2) 𝐸 = 𝐸0 + 𝜔の終状態は、色々な意味で縮重している。②式の全断面積の値は終状態のユニタ

リー変換に依存しないため境界条件を特段意識する必要はないが、光イオン化微分断面積や終

状態のイオン状態を区別する部分断面積の議論には、その境界条件が本質的である。この N 電

子系連続終状態が満たす境界条件は、通常(-)と記される内向波型である。特に漸近領域において、

生成物の N-1 電子系束縛状態の電子準位を量子数 n、付随する連続波動関数のうち角度部分が球

面調和関数𝑌𝑙,𝑚(𝜃, 𝜑)のものを|Φ𝑛,𝑙𝑚
(−)(𝐸) >と記し、この状態の完全性の関係式 

         𝛿(𝐸 − 𝐻) =  ∑ |Φ𝑛𝑙𝑚
(−)(𝐸) >𝑛𝑙𝑚 < Φ𝑛𝑙𝑚

(−)(𝐸)|          ⑦ 

を②式に代入すると、全断面積は次のように、終状態の各量子数で特徴付けた電気的遷移 

σ(ω) =  
4π2ω

𝑐
 ∑ < Φ0|𝜇|Φ𝑛𝑙𝑚

(−)(𝐸0 + 𝜔) >𝑛𝑙𝑚 < Φ𝑛𝑙𝑚
(−)(𝐸0 + 𝜔)|𝜇|Φ0 >    ⑧ 

双極子の二乗和として表記される。この N 電子連続終状態|Φ𝑛,𝑙𝑚
(−)(𝐸) >は、漸近領域におい

て、N-1 電子系イオン状態 n の𝛹𝑁−1,𝑛、およびその角度部分が𝑌𝑙,𝑚(𝜃, 𝜑)である１電子連続波動

関数𝜑𝑘,𝑙𝑚の積を反対称化した |Φ𝑛,𝑙𝑚
0 (𝐸) >  = 𝒜{𝛹𝑁−1,𝑛𝜑𝑘,𝑙𝑚} と等しく、後者は𝐻0|Φ𝑛,𝑙𝑚

0 (𝐸) >

 = 𝐸|Φ𝑛,𝑙𝑚
0 (𝐸) > を満たす。ここで𝐻0は、N 電子系 Full-Hamiltonian 𝐻から相互作用ポテンシャ

ル𝑉を除いた 0 次 Hamiltonian 𝐻0 = 𝐻 − 𝑉  (𝑉(𝑟) → 0 (𝑟 → ∞)) である。これら二つの波動関数

が、Green 関数𝐺(−)(𝐸)を使った次の Lippmann-Schwinger 方程式 

                  |Φ𝑛,𝑙𝑚
(−)(𝐸) >  = |Φ𝑛,𝑙𝑚

0 > + 𝐺(−)(𝐸)𝑉|Φ𝑛,𝑙𝑚
0 >             ⑨ 

で関係づけられることから、⑧式中の遷移モーメントは（以下の表記でエネルギー(E)を省略） 

                  < Φ𝑛𝑙𝑚
(−)|𝜇|Φ0 > = < Φ𝑛𝑙𝑚

0 |𝜇|Φ0 > + < Φ𝑛𝑙𝑚
0 |𝑉𝐺(+)𝜇Φ0 >     ⑩ 

と二つの遷移行列の和で表現される。この表式は２ポテンシャル公式とよばれ、例えば Band と

Freed によって分子の光解離の計算に用いられた。さらに Hylleraas 型汎関数の変分解Ψ̃optに含

まれる G として𝐺(+)を使った解が、丁度⑩式右辺第２項に含まれる 𝐺(+)𝜇Φ0である。つまり、 

⑩式には、１電子関数 𝜑𝑘,𝑙𝑚、および全断面積の計算で評価してきた一次摂動波動関数Ψ̃opt =

𝐺(+)𝜇Φ0の２種類の連続波動関数が含まれる。(1)で議論したように、いずれも Hylleraas 型汎関

数を用いて変分的に、あるいは最小自乗法を用いて最適化して評価出来る。以上の解釈と計算手

法の妥当性を調べるために H2 の光電子の角度依存性を調べた。 

(3) 重原子の内殻では相対論効果が顕著で、その１電子軌道の大成分と小成分が異なる軌道角運

動量とパリティを持つことから、その光電子角度分布に顕著な相対論効果が現れる可能性があ

る。またそのイオン化に必要な短波長の電磁波との相互作用に双極近似は使えない。そこで(1)

で定式化した CBF 法を相対論の枠組みに拡張し、ウラン原子の K 殻に対応する、Z=92 の水素

様１電子原子に応用し、その有効性を調べた。(1)の非相対論との大きな違いは、Dirac ハミルト

ニアンを用いること、波動関数が４成分になること、③式で𝜇Φ0の代わりに𝜶 ∙ 𝑨Φ0を用いること



などである。ここで𝜶は、大成分と小成分を Pauli 行列で結ぶ４×４行列で、電磁場のベクトルポ

テンシャル𝑨 = 𝐮q exp(𝑖𝒌 ∙ 𝒓) は部分波展開して用いた。CBF 法によるΨ(1)は、漸近領域の情報

を直接与えないため、適当な接続点でその虚部を 4 次 Runge-Kutta 解に接続し、同次微分方程式

の解として漸近領域まで数値積分し、位相シフトを評価した。基底関数としては、Φ0に even-

tempered 実数 STO を、またΨ(1)に even-tempered 実数 STO と複素 STO を用いた。 

 
４． 研究成果 

(1)表１は水素原子 1s→kp

チャンネルの振動数依存分

極率を、角波数 k(au)ごとに、

５個の 2p-cSTO に含まれる

複素数軌道指数を (1)の方

法で最適化して得た遷移モ

ーメント(au)の値を示した

もので、以前の R 行列や対

数微分の方法に比べても、非常に高精度である。他の角運動量チャンネルでも同様であった。 

数個の cGTO を使って同様の最適化を試みたが、その

収束半径は非常に小さいようで収束した結果は得られ

なかった。特に分子の計算では cGTO の使用は避けられ

ない。そこで別の方法として解析的クーロン外向波を数

個の cGTO の組で最小二乗展開し、先に説明した２ポテ

ンシャル表式を用い、RPA 法を使った水素分子の分子

固定光電子角度分布の計算を行った。 

図１に、k=1 (au) の 1s→kp チャンネルに対して、最小

二乗展開によって決定した５個の 2p-cGTO に、even-

temperedな１５個の実数 2p-GTOを追加して評価した一

次摂動波動関数の虚部を、その数値解と比較した。r=15

～20 (Bohr) 程度まで、クーロン関数を忠実に表現する。 

(2) 図２に RPA 法による分子固定光電子角度

分布の光子エネルギー依存性を Polar plot とし

て示す。特に平行配置では顕著なエネルギー依

存性を示すが、この結果は、終状態の ku 軌道

の主成分が、ω=21.3eV では赤色の p 波から、

ω=72.6eV では緑色の f 波に変化することに起

因するもので、文献[3]とよく対応し、以前の

Cherepkov らの解析を支持する結果である。以

上、CBF 法の適用により、実数 GTO 基底関数

に数個のcGTOを追加することにより光イオン

化微分断面積までの計算可能性を示し、今後の

発展の足がかりを築いた。 

図１. k=1 (au) の kp クーロン外向

波に対して５個の 2p-cGTO を最小

二乗フィットし、15 個の even-

tempered 実数 2p-GTO を追加して

評価した一次摂動波動関数の虚部

（青線）と対応する数値解（破線）。 

r/Bohr 

図２. RPA 法による水素分子の分子固定光

電子角度分布の ω(eV)(光子エネルギー) 

依存性。(a), (b)は分子軸が下側 e(振動電

場の分極方向)に対してそれぞれ、平行、垂

直に配向している。 



(3) 図 3 に Z=92 の水素様原子の 𝜔 = 279 keVにおけるΨ(1)の動径波動関数𝜓(1)を示した。基底

関数展開によるIm𝜓(1)(Im CBF )は、数値解(Exact)と原子領域で良く一致している。また、小成分

の振幅は大成分の 30% にもなる。 

図 4 は、𝜔 = 279 keVにおける U の K 殻光イオ

ン化微分断面積を示すが、我々の値(This work)は、

中性 U 原子の実験値[4]、Pratt らによる計算値[5]と

もよく一致した。微分断面積の極大が前方（光の

伝搬方向）にシフトする傾向は、この高エネルギ

ーでは、光子から光電子への運動量移行が顕著に

なるためで、古典的には磁気的な Lorentz 力の影

響と解釈できるが、この振る舞いは、双極近似を

用いた非相対論 (Nonrelativistic)では表現できな

い。その他、電磁場の多重極効果、小成分波動関

数の重要性を議論した。相対論の枠内でも CBF 法の有効性が示され、今後の展開が期待される。 

その他、ICN 分子のÃバンド光分解反応に含まれる量子干渉効果を詳細に解析し、1980 年代か

ら未解明のままであった、生成物 CN の回転準位 N の微細構造準位分布比 P(F1=N+1/2)/P(F2=N-

1/2)が, N とともに振動する原因、および従来その遷移モーメントは垂直成分のみであるとされ

た 5A’(11) 励起状態が顕著な非コンドン効果のために、全体の 15-20%程度もの平行成分の吸収

強度を持つこと、その平行成分が生成物 CN の空間配向を正確に評価するために重要であるこ

と、などを明らかにした。希土類(Ln3+)と COT2−配位子からなる Ln(COT)2
−錯体の光電子スペク

トルを解析し、Ln の 4f 電子と配位子との交換相互作用の重要性を明確にした。 

 

 また研究分担者の岩田は、分子間相互作用理論、局所射影分子軌道摂動論を構築し、並列計

算プログラムを開発した。多数の分子からなる相互作用系における非加成性の解析方法を開発

した。水クラスターにおいて､隣接分子からの影響を含めた指標を新たに導入し､クラスターの

安定性､水素結合の強度に対する第 2､第 3 隣接分子の寄与を定量的に表現することに成功した｡ 

 

参考文献 [1] C. W. McCurdy et al., Phys. Rev.A 35, 657 (1987). [2] I. A. Ivanov et al., Phys. Rev. A 69 

023407 (2004). [3] M. Brosolo et.al., Chem. Phys. 159, 185 (1992). [4] Z. Sujkowski, Ark. Fys.20, 269 

(1961). [5] R. H. Pratt et al., Phys. Rev. 134, A898 (1964).  

  

図3. U91+ に対応するZ=92の水素様原子の𝜔 = 279 keV における1s1/2 → 𝑘p3/2 チャネルの一次摂動 

動径関数 (a) 大成分、(b) 小成分。 
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図 4. 光子エネルギー𝜔 = 279 keV におけ

る U 原子の K shell 微分断面積。U91+の他

の計算値[5]、および中性 U原子の実験値（相

対値）[4] の角度分布ともよく一致した。 
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