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研究成果の概要（和文）：従来位相幾何学的な記述しかなかったKlein群の理論とその諸概念を，
Cannon-Thurston写像という道具を通して，複素解析的な枠組みで捉えるような形に改変する作業を韓国の
Woojin Jeonらと共同でおこなった．さらに写像類群の幾何学的に自然な作用達が，剛性を持つことを
StrasbourgのPapadopoulosとの共同研究で示した．またこの分野の重要な手法である擬等角写像と正則2次微分
を指紋の数値化の研究に応用することを可能にした．

研究成果の概要（英文）：We remodelled Kleinian group theory and notions appearing there, which was 
expressed only in terms of three-dimensional topology before, to a form which can be described in 
terms of complex analysis, in joint work with a Korean mathematician Woojin Jeon among others. 
Furthermore in collaboration with Papadopoulos at Strasbourg, we showed that the mapping class group
 actions on measured lamination space equipped with intersection form or geodesic lamination space 
with left-Hausdorff topology have rigidity. Collborating with applied mathematicians in Gottingen, 
we gave a numeral index for finger prints making use of quasi-conformal maps and holomorphic 
quadratic differentials.

研究分野：位相幾何学

キーワード： Klein群　Teichmuller空間　擬等角写像

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Klein群の理論を3次元位相幾何学に依存しない形に拡張していくことにより，より開かれた理論体系とすること
ができた．これにより，この理論が，幾何的群論，Teichmuller空間論，複素力学系など数学内部で応用できる
ようになったのみならず，指紋の数値化という応用数学の結果にも結びつけることができた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 

1.  研究開始当初の背景 

 

 Klein 群論は，1980 年代の Thurston による研究と，彼の提出した 10 個の未解決問題
を軸として，その 後 30 年あまりで急速に進展し，現在その 10 個の問題はほぼ全て解決さ
れた．これらの問題解決に 3 次元双曲多様体の理論は Klein 群の問題解決の為の大変有力な道
具であったが，複素力学系や幾何学的群論にはその対応物が存在しない，このことが現在 Klein 
群論での成果をこれらの分野に転用しようとする際の大きな障害となっている. 一方で Klein

群は Riemann 球面の自己同型群であるから，Teichmüller 理論や擬等角写像，エルゴード理論
をはじめとする，解析的手法が有効に使える．このような視点から最近の Klein 群論の成果を
見直すことが今後のこの分野の研究の発展の為に必須と考えられた． 

 

 

２．研究の目的 

 

  Thurston に始まる Klein 群のここ 30 年に亘る 3 次元多様体を用いた研究は，大きな成果を
挙げた．しかし元来 Klein 群は Riemann 球面への１次分数変換の作用であり，Thurston の登
場以前に，Ahlfors, Bers, Kra, Maskit らは，Teichmuller 空間論や，擬等角変形の理論の一般
化として，Klein 群の理論を考え出したのであった．現在，30 年来懸案であった Klein 群論に
おける諸予想が解決された時点で考えてみると，今後の理論の発展，応用のためには，３次元
多様体を用いた手法にとらわれている必然性は薄くなっていると考える． 

   そこで，これまでの発想を逆転させ，「３次元多様体論に依拠しない Klein 群論」の構築を
目指すのが本研究のテーマである．1980 年代の Sullivan の先駆的研究において，Klein 群の
エルゴード理論的研究が始められ，また Klein 群と複素力学系の類似性が指摘された．この方
向の研究の重要性は多くの研究者の認めるところであるが，昨今の３次元多様体を用いた
Klein 群の研究に比し，こちらの研究は立ち後れているのが現状である．この立ち後れを解消
するには，現在まで３次元多様体を用いて構築されてきた理論を一つ一つ，Riemann 球の作用
のエルゴード理論と複素解析のみを用いたものに転換していく作業が必要である. またその
過程で，Klein 群の変形空間の新たな埋め込み，Klein 群の作用の力学系的構造を解明する． 

 さらにこのように Klein 群論を構築し直すことにより，Klein 群論が理論として閉じたもの
ではなく，他の重要な数学的対象，複素有理写像の力学系や，Gromov 双曲群の convergence

群としての作用などの研究に役立てるほか，応用数学にも目を向けて，開いた理論とする． 

 

 

３．研究の方法 

   

  国内での研究は，大阪大学を拠点として行う．まず研究代表者大鹿と研究分担者角(2016

年度まで)が，エルゴード理論的手法での研究部分の基盤を整える．その後大鹿と連携研究者宮
地が複素解析的手法での研究部分を完成させていく．これらがある程度完成した後に海外での
共同に取りかかる．エルゴード理論的部分では Woojin Jeon (KIAS)，複素解析的部分では
Athanase Papadopoulos (Strasbourg大学)との共同研究を進めるこの基礎研究が結果を挙げ
た時点で，応用の研究に取りかかる． 

 研究成果は随時国際集会等で発表する．国際的な発表は，Strasbourg 大学の他，中国，シン
ガポールなどで開かれる Teichmüller 理論関係の国際研究集会の場で行う． 

 
４．研究成果 
 
 (1) 大阪大学におけるエルゴード理論，複素関数的な理論の整備と並行して，以前から共同
研究者であった Woojin Jeoon との Patterson-Sullivan 測度を用いた ending lamination のエ
ルゴード理論的な解釈を完成させ，論文として出版した．この研究の完成により，ending 
lamination定理の 3次元多様体から独立した記述とその証明のための道筋を示すことができた． 
Conical limit points の特徴付けの問題が残されたが，これについてはその後 Cyril Lecuire
と Mahan Mjが解決をした． 
 (2) 宮地秀樹との共同研究で，極値的長さと交差形式を関連付ける微分公式を train track
による近似を使うことにより得た．Teichmmüller 空間における解析的な理論と位相幾何学的情
報を関連付けることができた． 
 (3) Klein群の発散に伴う双曲多様体の退化について，Thurstonの 1980年代の論文の主張に
は反例があることを示した．さらに Thurston の主張を uniformisation theorem の証明に影響
を与えずに修正する方法を示した． 
 (4)Gôttingen 大学の研究グループと共同で，Klein群の変形の根拠となる擬等角変形理論と
正則 2次微分の理論を応用して，指紋データの数値化の研究を行った．この分野の研究の最初
の実用への応用といえる． 
 (5)20世紀の偉大な位相幾何学者，René Thom のコボルディズム以降の業績の解説を通じて，



数学の応用，数学教育のあるべき姿についての彼の見解を彼の哲学的立場とともに紹介した論
文を執筆し，議論の材料とした． 
 (6)Papadopoulos との共同研究で，写像類群の変換群としての特徴付け，剛性の研究を行っ
た．まず曲面の measured lamination space で交差形式を保つ同相写像の群は写像類群に一致
することを示した．さらに geodesic lamination space に Hausdorff 左収束で入れた位相につ
いての同相群を考えると，写像類群に一致することを示した．これらの結果は，以前おこなっ
た Bers境界と呼ばれる Klein 群の変形空間に現れる Teichmüller 空間の境界について，擬等角
変形を潰して得られる商空間での類似の性質(Ohshika: Ann. Fourier Inst, 2014)と同じタイ
プの結果である．これらの結果から Klein 群の変形理論と写像類群の橋渡しを構築することを
目指している． 
 (7)まだ論文の出版に至らない結果として，Mahan Mj との共同研究がある．Cannon-Thurston
写像は ending laination の関数論的解釈に決定的な役割を果たすものであるが，これが一般に
は Klein群の変形について連続には動かないことが，Mj-Seriesの一連の研究によりわかった．
Mj との共同研究では，擬 Fuchs 群の列について，極限で Cannon-Thurston 写像が連続に動かな
い場合の完全な特徴付けを与えた．この研究は今後一般の Klein群への拡張を目指して継続し
ている． 
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