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研究成果の概要（和文）：多様体上の幾何学的な量の（可算無限）族を、第１象限の座標とすることで、多様体
のモジュライの新たな方法論の確立した。これまでに代数幾何学・複素幾何学的な手法によって牽引されてきた
モジュライ空間論に新しい視点を導入することを可能にした。特に、リーマン面の変形理論であるTeichmuller
理論に登場するいくつかの異なる幾何学を統合的に俯瞰する道具立ての定式化に成功した。またH.Busemannによ
って半世紀前に提唱された時間的な距離空間の理論を凸幾何学の観点から再考し、時間的ヒルベルト計量および
フンク計量を定義し、一般相対性理論に付随した距離空間の定式化を行った。

研究成果の概要（英文）：There typically exists countably many positive quantities affiliated with 
any Riemannian manifold、each of which is marked with topological labeling of the manifold. Those 
quantities can be thought of as the coordinates for the first orthant of the Euclidean space.  In 
this way, the space of the Riemannian manifolds are smoothly embedded into the orthant, allowing a 
completely new approach in the moduli theory of Riemannian geometry, which include the Teichmueller 
theory. Also accomplished in this project is the new formulation of timelike geometry, after the 
work of H. Busemann, dated half a century ago. The timelike geometry generalizes the Lorentzian 
geometry in the context of the theory of metric spaces, and it has opened up a new perspective in 
the Finsler geometry of non-positive definite type.          

研究分野：幾何学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ユークリッド空間の第１象限という古典的な空間は、多様体の幾何構造を表現する正値の幾何学的汎関数を座標
関数として同一視することで、多様体のモジュライ空間の普遍的な母空間として機能することを提唱した。一方
で第１象限は、射影幾何学的な観点から自然な対象であり、幾何構造のモジュライ理論に必然的に現れる非線形
な振る舞いの表現空間として、線形代数的な言葉を用いてモジュライの振る舞いを解析する新たな方法論を定式
化したことには意義がある。また一般相対性理論の重要性が再認識されている中で、本研究で確立された時空の
幾何学を扱うための新しい数学的枠組みは、科学的な必然性を持つ方向性であると考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
双曲空間、ノルム線形空間、モジュライ空間、タイヒミュラー空間をはじめとする多様な凸空
間には、射影幾何学を用いることで、ユークリッド空間の第１象限内への canonical な等長埋
め込みが存在する。本研究の発端は、研究代表者が発表した論文（Convex bodies in Euclidean 
and Weil-Petersson geometries, Proceedings AMS (2014)）において、凸体の境界集合を座標
の族とするユークリッド空間の第１象限が、凸体の幾何構造の普遍的助変数空間であることに
注目したことに起因する。とくに射影幾何学およびフィンスラー幾何学の視点から第１象限内
の部分多様体論を定式化し、凸体の外在的および内在的な微分幾何学の相関性を明らかにする
ことの重要性を問題提起した。 
 この問題意識は、ガウスがユークリッド空間内の曲面論から「驚異の定理」を創出し、リー
マンがそれを高次元化することで生まれた近代微分幾何学の歴史的発展を、フィンスラー幾何
学の視点からなぞるものである。幾何学的対象としては、可算無限次元のユークリッド空間の
第１象限に内在する部分集合を扱う。タイヒミュラー空間上に定義されるタイヒミュラー距離
関数は、この最たる例として重要であり、これまで様々な視点から凸解析に研究の対象を絞っ
てきた研究代表者にとって、第 1象限という凸体の解明の意義は大きい。 
 双曲幾何学の歴史上最初のモデルであるベルトラミ・クライン・モデルは、複比を用いて定
義されている。この複比を、第 1象限の座標関数の比として捉えることで、双曲平面が第１象
限内の部分多様体として認知される。一方で、双曲平面が平坦なトーラス全体からなるモジュ
ライ空間の最初の例としてよく知られている。実際この意味で、ベルトラミ・クライン・モデ
ルは、タイヒミュラー、アールフォース、ベイユ、グロタンディックたちによって構築された
タイヒミュラー理論の出発点となっている。 
  このような一連の観察の連携が、本研究課題の出発点となった。 
 
 
２．研究の目的 
 
第１象限を表現空間とする凸幾何学を確立し、タイヒミュラー空間をはじめとする様々なモジ
ュライ空間論に、新しい観点からの大域的幾何学を展開することを目的とした。とくにこの文
脈で、凸体の外在的および内在的な微分幾何学の相関性を明らかにすることで、リーマン幾何
学では扱うことのできなかった凸幾何学の枠組みを構成することを目指した。 
 本課題を遂行にあたって、ユークリッド計量に代えて、フンクおよびヒルベルト計量という
正準的かつ明示的幾何構造をもつ第１象限を ambient 空間とした。その部分多様体に内在的
な幾何学的構造を誘導するというフィンスラー凸幾何学におけるガウスの驚異の定理に対応す
る部分多様体のフィンスラー幾何学の内在的な定式化が、大きな目的であった。 
 また射影幾何学を測地線の振る舞いを理解する幾何学という意味で、リーマン幾何学に対し
てローレンツ幾何学に呼応する、時間的な距離空間というカテゴリーを、凸解析の観点から定
式化することを目指した。この方向性は、さまざまな距離空間において測地線の挙動を理解す
ることに一生を捧げた偉大な幾何学者 H・ビューズマンの遺した問題意識を再訪することで、
フィンスラー幾何学に新しい問題意識を導入することを目指した。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
ユークリッド空間内の凸体に定義されるヒルベルト計量およびフンク計量は、射影幾何学およ
びアファイン幾何学と密接に関係することが知られている。これらのフィンスラー計量を精査
する作業を、凸体に付随する支持超平面という道具を介して第１象限の幾何学に結びつけ、行
った。 
 例えば、無限次元の第１象限には、大きな射影変換群が作用している。必然的に非線形な構
造を持つことが期待される多様体上の幾何構造のモジュライ空間を、無限次元線型空間内に埋
め込むことで、非線形性を持つ幾何学的情報を線形代数学的な言語をもって再構成した。この
作業を通して、本研究の方法論は、凸体の対称性を射影変換として捉えることが可能となり、
その一例としてリーマン面の写像類群を射影変換群の部分群として再解釈することを可能にし
た。 
 また H・ビューズマンによって半世紀前に提唱されて以来、ほぼ忘れ去られてきた「時間的
距離空間の幾何学(Timelike spaces. (1967))」を、ユークリッド空間、および球面内の凸体の
外部領域に射影幾何学を用いて定義されたフンク、ヒルベルト計量に依る幾何学を厳密に定式
化することで、時間的幾何学に内在する凸解析の表現方法を新たに構築した。 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
リーマン面をはじめとする多様体上には、定義される幾何学的な量（例：閉測地線の長さ）の
（可算無限）族が豊富に存在する。それらを第１象限の座標とすることで、多様体のモジュラ
イを決定するという方法論の確立は、代数幾何学的な手法によって牽引されてきたモジュライ
空間論に新しい視点を導入することを可能にした。その結果、リーマン面の変形理論であるタ
イヒミュラー理論に登場するいくつかの異なる幾何学を統合的に俯瞰する道具立ての定式化に
成功した。 
 またビューズマンによって半世紀前に提唱された時間的な距離空間の理論を凸幾何学の観点
から再考し、時間的ヒルベルト計量およびフンク計量を定義した。時間的な距離空間は、相対
性理論の数学的土壌となっているローレンツ幾何学の自然な一般化であり、リーマン幾何学で
表現することのできなかった新たな幾何学の入り口に立つことができたと考える。この新たな
展開は、直線を測地線とする距離空間の分類を目標としたヒルベルトの第５問題に新しい息吹
をもたらすに至っている。 
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