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研究成果の概要（和文）：重力 N 体問題の微分方程式は複数の平衡解と保存量を持ち，時間を逆向きにしても
式の形は変わらない．研究代表者は，これらの性質全てを保つ数値解法を初めて示した．重力 3 体問題に対し
て，保存量と平衡解は運動領域を決めるので，この新解法は運動領域を正確に再現できる．実際にこの解法を用
いて，二重星や二惑星系内にある惑星の運動領域を数値的に与えた．この領域から，惑星軌道が安定であるか否
かも明らかにできる．

研究成果の概要（英文）：The general N-body problem has some equilibrium solutions and conserved 
quantities. Further, it is time-reversible. We designed a numerical integrator which maintains all 
the properties. Because these conserved quantities and equilibrium solutions have important roles in
 deciding the motion regions for the general three-body problem, our new integrator can precisely 
trace these regions. Actually, we numerically utilized our integrator to the motion regions of a 
planet in a binary or two-planet system. By observing the regions, we can clarify whether the orbit 
of this planet is stable or not.

研究分野： 数値計算 可積分系

キーワード： 保存量　時間可逆性　スケーリング変換　N 体問題　安定運動可能領域　平衡解

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
太陽系外惑星が持つ軌道の安定性を数値的に評価する際，複雑な座標変換や惑星質量を無視するなどの近似が行
われることが多かった．このような操作なしに数値計算を行っても，軌道を正確に計算できる保障はなかったか
らである．研究代表者が開発した新解法はこの問題を克服した．二重星内の一惑星や単独星を周回する二惑星に
新解法を適用することで，それらの軌道安定性を簡便・高速・極めて長時間かつ高精度に判定できるようにし
た．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
連星内の惑星や二惑星系の運動は 3 体問題によって記述される．連星内の惑星軌道の安定性を

評価する際は，惑星質量をゼロで近似し，煩雑な座標変換を行った後に，symplectic 数値積分

法等で得た惑星の位置と制限 3 体問題のゼロ速度曲面を比較する．それに対して，二惑星系が

持つ軌道安定性を判定する際は，一般 3 体問題とみなして数値積分を行い，Lyapunov 指数や，

それから派生した MEGNO 指数を計算する．しかしながら，symplectic 数値積分法等の既存の

数値解法では，長時間にわたって高精度に惑星位置を計算できるとは限らないので，惑星の軌

道安定性を必ずしも正確に判定できない． 

3 体を含む N 体問題の質点位置を正確に定めるための必要条件は，全ての保存量を保つこと

である．さらに平衡解は，N 体問題における質点の運動範囲を定めるのに重要な役割を持って

いる．したがって，(i) 全ての保存量を保ち, (ii) 平衡解を持つことを解析的に示す数値解法

を構成できれば，従来法より高精度な N 体問題向け数値解法を構成できると予想した．さらに, 

この新解法の数値結果を利用することで，連星や二惑星系における惑星軌道の安定性評価の

精度向上も期待した． 

 

 
２．研究の目的 
系外惑星系内の惑星が安定した軌道上を公転し続けるか否かを判定するためには，惑星の位置

を長時間にわたって精度良く計算する必要がある．高精度な惑星位置の計算を達成するため，1 

節で述べた (i), (ii) を満たす N 体問題向け数値解法を構成することが，本研究の目的であ

る．構成された解法が軌道を長期間にわたって再現することを示すために，既知の周期軌道の

再現性の確認も行う．この確認を行うことで，(i), (ii) を満たす新解法で惑星位置を高精度

に判断できるかどうかを判断する． 

惑星質量を 0 とみなし，連星内での惑星運動を制限 3 体問題で近似することによって, 

Szenkovits と Mako (2008) は Hill のゼロ速度曲面に基づいた安定性評価法を構成した．し

かしながら，伴星質量に対して惑星質量が大きい連星系や二惑星系内での惑星軌道の安定性評

価には使えない．惑星質量が無視できない場合，これらの系は一般 3 体問題となり，制限 3 体

問題ではもはや近似できないからである． 

一般 3 体問題の場合，2 体が固定された座標系内で，残り 1 体の運動範囲は Sundman 不等

式で定まる．Sundman 不等式を元に一般 3 体問題での軌道安定性の評価法を確立することで，

惑星質量が大きい連星系や二惑星系の軌道安定性を評価することも，本研究の目的である． 
 
 
３．研究の方法 
時間変換と離散変分法を組み合わせることで，研究代表者はすでに N 体問題向け数値解法（以

下 d-GNBP と略す）を提案した．d-GNBP は近接遭遇も高精度で再現し，平衡解を持つことも解

析的に示したが，角運動量を保存しない．d-GNBP は時間対称性を持つ 2 次の解法に過ぎない

が，これを元に合成法で高精度（4,6,8 次）の数値解法を構成した．得られた高精度解法は，

高精度で角運動量を近似し，それ以外の全ての保存量を （解析的には）厳密に保つ（5 節 [雑

誌論文] (1), (2)）．しかしながら，これら高精度解法も厳密に角運動量を保つわけではないの

で，長時間にわたって高精度に N 体問題の軌道を再現できるかは疑わしい． 

一方，Mikkola, Tanikawa 等は仮想時間ステップを持つ symplectic 数値積分法 (以下 LogH 

と略す) を 1999 年に開発した．LogH は時間可逆性を保つ 2 次の解法にすぎないが，N 体問

題のエネルギー以外の全ての保存量を保ち，平衡解を持つことを，研究代表者は証明した．さ



らに合成法によって，高次の LogH も構成できる（5 節 [雑誌論文] (3)）．高次化された d-GNBP 

と同様，高次の LogH も全ての保存量を保つわけではないので，長時間にわたって高精度に N 

体問題の軌道を再現できない場合がある（5 節 [雑誌論文] (4)）． 

LogH 法とスケーリング法を組み合わせることによって，(i) 全ての保存量を保ち, (ii) 平衡

解を持つことが証明され，(iii) 様々な周期解が数値的に再現できる数値解法を，研究代表者

は構成した（5 節 [雑誌論文] (4)）．以前に研究代表者が開発した，離散変分法に基づく数値

解法 (5 節 [雑誌論文] (1), (2)) とは異なり，この解法は座標変換を必要としない．そのた

め，この解法は以前の解法より実装が容易である． 

 さらに，Sundman 不等式に基づいた軌道安定性の評価式に，この解法の数値結果を代入する

ことで，伴星質量に対して惑星質量が大きい連星系や二惑星系内での惑星軌道の安定性評価を

行う． 

 
図 1 : エネルギーと角運動量から定まる運動領域 (ダンベルの左側) 内に留まる m3 の運動
の再現性テスト (RK4 : 4 次の Runge-Kutta 法，SI4 : 4 次の汎用的 symplectic 数値積分法， 
(LogH)2 : Mikkola & Tanikawa による 2 次の LogH 法，(TCI)2 : 研究代表者の解法) 
 
 
４．研究成果 
重力 N 体問題の全ての保存量を保つ数値解法として Greenspan (1974) のエネルギー保存型差

分法，平衡解を持つ解法として時間変換を伴う Mikkola 等の symplectic 数値積分法 (LogH) 

や研究代表者による離散変分法 d-GNBP が既に知られていた． しかしながら， 全ての保存量

を保ち， かつ， 平衡解も再現できる N 体問題向け数値解法は本研究での LogH 法とスケーリ

ング法の組み合わせによる解法が初めてである． この解法は 2 次の陰解法にすぎないが，3 体

問題が持つ様々な周期軌道を汎用的な 8 次の symplectic 数値積分法よりは高速かつ高精度

に再現できる (5 節 [雑誌論文] (4))． 軌道の再現性を上げるには，数値解法の高次化するよ



り，保存量と平衡解を保つように数値解法を構成する方が効果的であることを，この事実は示

している． 

 数値解法が質点の周期的でない運動を再現できることを確認する方法の 1 つとして，保存量

によって定まる運動領域内に留まっているか否かを確認する方法がある． 汎用的な 

symplectic 数値積分法，LogH を含む数値解法では，そのような運動領域内に質点を留めるこ

とができない．(例えば，図 1 を参照せよ．)留められるのは，本研究の解法のみである (5 節 

[雑誌論文] (4))．したがって，3 体問題の周期・非周期軌道の双方とも高精度に再現できるの

は，現状ではこの解法だけとなる． 

 系外惑星系内の惑星軌道の安定性評価を行うためには，長時間にわたる数値計算を非常に多

くの初期値に対して行うことがある． その際は高速かつ高次の symplectic 数値積分法が使わ

れることが多い． しかしながら，正確な安定性評価は正確な軌道計算結果に基づいて得られる

ことを考えると，symplectic 数値積分法の結果を用いるのは不適切かもしれない． 本研究の

解法 (5 節 [雑誌論文] (4)) を利用することで，惑星軌道の安定性評価の精度が改良されるこ

とが期待できる． 
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