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研究成果の概要（和文）：現代科学の多くの分野で長時間スケール数値計算の需要が高まっており，そのために
は方程式の構造に着目した構造保存数値解法が適切だが，精度と計算コストのギャップといった問題が顕著化し
ている．本研究では，数理的な立場から汎用性の高い高速かつ高精度な並列構造保存数値解法を開発した．さら
に，実装の段階で必要となる行列計算についても新しいアルゴリズムを開発し，それを組み込むことで，当初の
狙い以上に性能を持つ数値解法を開発に成功した．

研究成果の概要（英文）：Long time simulation becomes important in many research fields. 
Structure-preserving algorithms have been proved to be effective, but it is a challenging task to 
develop algorithms that are both accurate and efficient. In this study, parallel 
structure-preserving algorithms are developed that balance the high accuracy and efficiency. 
Moreover, new algorithms for matrix computation are also developed, which further improves the 
efficiency of the proposed parallel algorithms.

研究分野：数値解析

キーワード： 数値解析　偏微分方程式　行列計算

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
現代の科学技術計算では，計算機の発展より遥かに速いスピードで現場のニーズが多様化・大規模化しており，
これまで以上に計算の品質とコストの両立が困難になっている．このような問題に対し，特定の分野や方程式，
計算機環境に特化した研究が主流だが，本研究では，より数理的な立場から，高い汎用性を維持して品質とコス
トが両立するような数値解法の開発に成功したものである．このような考え方は，数値解析や高性能計算分野で
新しい研究スタイルの基盤となり，さらには既存解法を遥かに凌ぐ数値解法が次々と生成されることが期待され
る．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 現代科学の多くの分野で，銀河形成過程の数億年スケールのシミュレーションに代表される
超長時間スケール数値計算の需要が高まっている．そのためには，微分方程式の数理的/物理的
構造（エネルギー保存則や時間発展フローのシンプレクティック性など）を活用した構造保存数
値解法の利用が適切である．しかし，計算機パワーのハード面の成長に伴って，計算の現場のニ
ーズも多様化・大規模化しており，近年，これまで以上に精度と計算コストのギャップの問題が
顕著になっている．そして，このような問題に対して，現状，各分野の研究者の専門性や経験に
よるアプローチが行われている．このような個別の研究も重要だが，より抜本的な解決が強く期
待されているように思われる． 
 
２．研究の目的 
 上述の背景のもと，本研究では，汎用的な高精度・高速並列構造保存解法の構築を目指す．高
精度な解法は高コストであることが多く，並列計算技術を取り入れる事自体はありふれたアイ
デアであるが，本研究では次の特徴を持つ解法の構築を目指す． 
 個々の方程式の具体系には依存せず，非常に広範囲（例えばハミルトン系のような問題クラ
ス）に自動的に適用可能である． 

 数理解法の数理的構造に基づいて並列計算を実現し，例えば常微分方程式であれば，2次精
度解法と同程度のコストで 4次精度や 6次精度の数値計算が可能である． 

 
 
３．研究の方法 
具体的な計画を示す． 
(A) 並列エネルギー保存解法理論の構築：標準的な 2次精度エネルギー保存解法と比較して，既
存の高精度（2s 次）解法ではおおよそ s3 倍の計算コストがかかる．これに対して 2次精度
解法と同程度のコストで計算可能な高精度エネルギー保存解法を構築する． 
(B) Symplectic 性などその他の構造に着目した数値解法に対しても同様の研究を行う． 
(C) 偏微分方程式に対して，高精度な空間離散化手法と(A)および(B)の研究結果を組み合わせて，
より実用的な数値解法を設計する． 
(D) 数値的検証や，関連する行列計算などのアルゴリズムの研究を行う． 
 
 
４．研究成果 
 幾つかの主要な結果を述べる． 
【並列構造保存エネルギー保存解法とその検証】 
まず，高精度な並列構造保存解法の設計は逆固有値問題に帰着される．すなわち，構造保存性
の要請から定まるある種の行列に対して，その全固有値が特定の領域に含まれるようにその行
列に含まれるパラメータ群を決定する必要がある．高精度な解法を狙うほど，行列のサイズとパ
ラメータの数が大きくなり，このような問題の解決は困難になる．本研究では，6次精度の解法
まで設計することができたが，一方でより高次の解法が設計できるかは依然として未解決であ
る．また，4次精度解法については，物理・数値線形代数・高性能計算の研究者と共同で，量子
ダイナミクス計算に応用し，実用的な時間で高精度な計算が可能なことを示した． 
 
【SOR 法の幾何学的解釈】 
 偏微分方程式に対する数値計算は，最終的には連立一次方程式に帰着されることが多く，構造
保存数値解法でもその傾向は変わらない．このような場合，例えば定常反復法である SOR 法など
の利用が考えられる．一方で，本研究では，とある常微分方程式に対するエネルギー散逸解法が，
算法として SOR 法と同値であることを見出した．通常，微分方程式の数値計算のために連立一次
方程式の解法を研究するが，この発見により，連立一次方程式の解法を微分方程式の数値解法の
知見を使って研究するアプローチが行えるようになり，適応的な緩和パラメータの制御法の提
案なども行った．また，海外の研究者により，この視座に基づくアイデアで画像処理のアルゴリ
ズムが提案されるなど，新たな発展もはじまっている． 
 
【非整数階微分を含む偏微分方程式に対する構造保存数値解法】 
 非整数階微分を含む Schrödinger方程式に対して，構造保存数値解法の研究を行った．非整数
階微分に由来する行列は密行列となることから，低コストな解法の重要性は大きい．本研究では，
構造保存性や全体の精度を損なわずに，最終的に帰着される連立一次方程式を極めて高速に数
値計算するための前処理を提案し，実際に Krylov 部分空間法を適用したときに，離散化の精度
に依らず，3〜5 反復で収束するという驚異的な性能を確認した． 
 



【その他，構造保存数値解法に関連する研究】 
 偏微分方程式の数値計算は非常に大規模になりうるが，並列計算とは別のアイデアになるが，
構造を損なわずに問題サイズを縮減する構造保存モデル縮減の研究も行い，空間 1 次元の問題
でしか検証できていないが，偏微分方程式を離散化した常微分方程式のサイズを問題の定性的
挙動を損なわず極めて小さく縮減できることを数値実験で確認した．その他にも，移動境界問題
に対する構造保存解法の提案などを行った． 
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