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研究成果の概要（和文）：整数全体のなす集合に、√２など、数を少し加えて拡張した数の集合を代数体の整数
環とよぶ。通常の整数の世界では素因数分解が一意的であることが知られている。代数体の整数環においても、
素数の類似物があり、素因数分解を考えることができる。しかし、整数の場合と違い素因数分解が一意的である
とは限らない。この素因数分解の一意性の崩れ具合を表すものが類数である。本研究においては、岩澤理論的拡
大と呼ばれる特別な代数体の整数環を無限個考え、その類数の研究を行った。特に、いくつかのパターンにおい
て、素数ｌで類数が割れない条件を求めた。

研究成果の概要（英文）：The ring of integers of an algebraic number field is an extension of the set
 of integers. It is well known that the unique factorization theorem is valid in the set of 
integers. In the ring of integers of an algebraic number field, there are analogues of prime numbers
 and we can study the unique factorization theorem. However, it is not always true. We can study the
 collapse of it by the class number of the ring of integers of an algebraic number field. We studied
 the class number of rings of integers in Iwasawa theoretical extension. In particular, we showed 
that some prime numbers do not divide the class numbers of such rings of integers.

研究分野：整数論

キーワード： 類数　イデアル類群　Zp拡大

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数学の、特に整数論という分野においての重要な問題として『素因数分解が一意的である代数体の整数環は無限
にあるか』というものがある。これをガウス予想という。この問題はガウス以来解かれていない難問である。こ
れに対し、研究代表者は、岩澤理論的拡大と呼ばれる無限個の代数的整数環の集まりに対して、それらの無限個
の類数を同時に取り扱う、という研究を行った。その研究により、それらの無限個の類数はある種の素数では割
れない、という結果を導くことができ、ガウス予想解決への道を前進することができた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 
 有理数体 Q の有限次拡大体のことを代数体と呼び、Cl(K) でそのイデアル類群を表すものと
する。このイデアル類群 Cl(K) とは、K における素因数分解の一意性の崩れ具合を表す群であ
る。イデアル類群が、純粋に整数論の研究対象として重要であることはもちろんのこと、        
RSA 暗号の安全性を素因数分解の一意性が握っている点を鑑みれば、イデアル類群の研究は応
用上も重要であると言える。 
素数 p に対し, A(K, p) でイデアル類群 Cl(K) の p-部分を表すものとする。また、代数体 K 
に対し、K のガロア拡大で、そのガロア群が p 進整数環 Zpと位相群として同型になるものを、
K の Zp－拡大と呼び、K(∞)と書く。この代数体の Zp－拡大は、代数体の無限列 K = K(0) 、
K(1) 、 …K(n)、 …K(∞) と見ることができる。この K(n) は K(∞) と K の間の n 番目の中
間体で、 K 上のガロア群が p^n 次の巡回群と同型であり、Zp－拡大 K(∞)／ K の n-th 
layerと呼ばれている。   
岩澤健吉が構築した岩澤理論とは、元々は、代数体の無限族｛ K(n) ｝のイデアル類群の p-部
分 A(K(n)、p) が、n が増えたときにどう変化するかを統一的に扱う、という理論であった。特
に, イデアル類群の p-部分を環 Zp[[Gal(K(∞) / K)]] 上の加群と見ることで、岩澤健吉は岩澤類
数公式と呼ばれる公式を示した： 
 
 
 
 
 
この岩澤類数公式に表れるλ、μ、νを岩澤不変量という。この岩澤不変量については、次の
ような予想がある： 

 
 
 
 
 
 
 
Greenberg 予想は『総実代数体上の円分的 Zp－拡大 K(∞)／K に対し、ある N があって、

A(K(N), ｐ) = A(K(N+1),ｐ)= ・・・が成り立つ』と表現することもできる。この岩澤予想や
Greenberg 予想の研究をはじめとして、岩澤類数公式周辺の問題に関しては、数多くの研究者
によって研究が進められている。 
また、岩澤理論は上述の Zp－拡大に限らず、いくつかの Zp－拡大を併せた Zp^d－拡大、相
異なる素数 p1、p2、・・・、pnに対して Zp1－拡大、Zp2－拡大、・・・、Zpn－拡大を合併し
た拡大、非可換な p 進リー拡大などについても研究されている。本研究課題においては、これ
らの拡大をまとめて、( p 進の) 岩澤理論的拡大と呼ぶことにする。 
 
２． 研究の目的 
 
 研究代表者は、『 p 進の岩澤理論的拡大における l 進的な代数的対象の振舞いを記述する』
ことを、本研究課題の研究目的として研究を進めた。すなわち、p進の岩澤理論的拡大 K(∞) / K 
の中間体のイデアル類群のｌ－部分を統一的に扱い、その振る舞い方を記述する。 
特に、K(∞)／K が円分的 Zp－拡大の場合には、岩澤予想や Greenberg予想の類似の予想を
考えた： 

 
 
 

 
この予想に関しては、K が Q 上のガロア拡大であって、そのガロア群 Gal( K／Q ) がアー
ベル群の場合には、Washingtonによって、岩澤予想の証明と同様の手法で肯定的に解決されて
いる。また、研究代表者は、円分的という仮定を外した場合にはこの予想は偽であるということ
を証明している。このことから、ｌ－有限性予想は岩澤予想からくる自然な予想であるといえる。
応募者は本研究課題の１つの目標として、この予想の解決を目指した。 
さらに、K(∞)／K のイデアル類群のｌ－部分をより精密に調べ、次の問題に関する研究も行
った： 

 
 
 

 
 

（岩澤類数公式）ある整数λ、μ、ν、Nがあって、n>N なら A(K(n), p) の位数

はｐの λn+μp^n+ν乗 

（岩澤予想）K(∞)／K が円分的 Zp－拡大ならμ＝０ 

（Greenberg予想）K(∞)／K が総実代数体上の円分的 Zp－拡大ならλ＝μ＝０ 

（ｌ－有界性予想）K(∞)／K が（総実）代数体上の円分的 Zp－拡大であるとき、
ある N があって、A(K(N), ｌ) = A(K(N+1),ｌ)= ・・・が成り立つ。 

（ｌ－自明性問題）K(∞)／K が Zp－拡大であるとき、全ての自然数 n に対して
A(K(n), ｌ) = 0 が成り立つのは、素数ｌがどんな性質を持つ場合かを明らかにする。 



 
３．研究の方法 
 
（１）円単数の測度計算 
 代数体 Ｋ が有理数体 Ｑ 上の総実なガロア拡大であって、そのガロア群 Gal( Ｋ／Ｑ ) が
アーベル群であるとする。このとき Ｋ 上の円分的 Zp－拡大 Ｋ(∞)／Ｋ の中間体 Ｋ(n) の
類数の情報は単数群と円単数群が握っている。円単数群については、その構造、生成元がよくわ
かっているため、円単数群を調べることで Ｋ(n) の類数を計算する。特に、Mahler 測度をはじ
めとする測度関数を用い、円単数群の生成元のサイズを計算する。その計算により、円単数群の
生成元と他の単数群の元との間にｌ乗の関係式が成り立たないということを示すことで、
A(K(n), ｌ) = A(K(n-1),ｌ)であることを証明する。 
 
（２）単数の合同式変形 
 上述の通り、Ｋ(∞)／Ｋ が総実なアーベル拡大体上の円分的 Zp－拡大 Ｋ(∞)／Ｋ のとき、
その中間体 Ｋ(n) の類数の情報は単数群と円単数群が握っている。そこで、単数群を精密に調
べるために合同式を用いる。特に、ｐ上の素イデアル Pを用い、P^k を法とした合同式で単数群
に部分集合列によるフィルターを導入する。また、単数群にはガロア群からの作用があるため、
ガロア加群としての部分集合列によるフィルターも同様に考える。これら２つのフィルターを
比較することで、単数群の情報、及び、類数に関する情報を引き出す。 
 
（３）イデアル類半群 
 代数体 Ｋ のイデアル類群 Cl(Ｋ) とは、K における素因数分解の一意性の崩れ具合を表す
群である。これに対し、イデアル類群 Cl(Ｋ) を含むより大きな集合、イデアル類半群 S(Ｋ) を
考える。イデアル類群 Cl(Ｋ) 、及び、イデアル類半群 S(Ｋ) は有限次代数体 K に対しては一
致している。しかし、K 上の Zp－拡大 K(∞) においては一致しない。そこで、K(∞) のイデ
アル類半群 S(K(∞)) の構造を調べることで、K(∞) のイデアル類群 Cl(K(∞)) の情報を引き出
し、中間体 K(n) のイデアル類群 Cl(K(n)) を計算する。 
 
 
４．研究成果 
 
（１）有理数体 Ｑ の総実なアーベル拡大体上のある種の岩澤理論的拡大の類数に対し、それが
素数ｌで割れないための十分条件を与える不等式の値を小さくすることに成功した。特に、小さ
いアーベル拡大体上の円分的 Z_2-拡大に対しては、実際に計算機で計算できる程度の値まで抑
えることができた。これにより、有理数体に√5 を添加した代数体 Ｋ＝Ｑ(√5) に対し、素数
ｌがある種の合同式を満たす場合には Ｋ 上の円分的 Z2－拡大 Ｋ(∞)／Ｋ の全ての中間体の
類数を割らない、という結果を得た。 
 
（２）代数体 Ｋ が有理数体 Ｑ の場合、Ｑ 上の円分的 Z_29－拡大 Ｋ(∞)／Ｑ を考える。素
数ｌが 29^2 を法として原始根である場合、ｌは Ｋ(∞)／Ｑ の全ての中間体 Ｋ(n) の類数を
割らない。 
 
（３）代数体 Ｋ が有理数体 Ｑ の場合、Ｑ 上の円分的 Z_31－拡大 Ｋ(∞)／Ｑ を考える。素
数ｌが 31^2 を法として原始根である場合、ｌは Ｋ(∞)／Ｑ の全ての中間体 Ｋ(n) の類数を
割らない。 
 
（４）代数体 Ｋ 上のある種の岩澤理論的拡大 Ｋ(∞) に対し、イデアル類半群 S(Ｋ(∞)) を
イデアル類群 Cl(Ｋ(∞)) で割った半群 S(Ｋ(∞))／Cl(Ｋ(∞))の構造を決定した。また、こ
の構造決定により、イデアル類半群と岩澤不変量、及び、Greenberg 予想に関係があることがわ
かった。 
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