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研究成果の概要（和文）：有限多重ゼータ値のシャッフル関係式を利用することにより，有限多重ゼータ値間の
関係式が得られた．この関係式の特別な場合として，ある種の重み付きの和公式が得られる．またロンサム分解
可能な行列の個数を係数に持つ母関数を明示的に与え，それによりロンサム分解可能な行列の個数の法pでの値
についてその性質を与えた．さらに，多重ゼータ値と関係の深い多重ベルヌーイ数・多項式について，
Matiyasevichタイプと呼ばれる畳み込み関係式の拡張を得た．

研究成果の概要（英文）：By using the shuffle relation of finite multiple zeta values, new relations 
of finite multiple zeta values are obtained . As a special case, this relation gives a certain 
weighted sum formula for finite multiple zeta values.
A generating function of the number of Lonesum decomposable matrices is explicitly given, and its 
properties in modulo primes p are also given.
Matiyasevich type formula, which is a convolution formula, for poly-Bernoulli numbers and 
polynomials are obtained.

研究分野： 数論
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  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
証明した有限多重ゼータ値の公式は，有限多重ゼータ値が興味深い代数的構造を持つことを示しており，有限多
重ゼータ値の今後のさらなる研究の進展に期待できる．
ロンサム分解可能行列は組合せ論的な対象であり，代数的・解析的な側面の多い多重ゼータ値の分野において，
新しい見方を提供した．
多重ベルヌーイ数は多重ゼータ値と関係が深く，自明には得られない畳み込み関係式を今回得たことにより，多
重ベルヌーイ数がとても素性のよいものであることが示された．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
多重ゼータ値は，結び目理論や数理物理との関連性が見出されるなど，分野を超えて幅広く研
究が行われている数学的対象である．多重ゼータ値の間には多くの線形関係式があり，それら
の張る有理数体上線形空間の次元を確定することは多重ゼータ値の研究の最終目標の一つであ
る．また，多重ポリログは多重ゼータ値を拡張したものであり，多重ポリログの有限類似であ
る有限多重ポリログに関しては，関数等式などの研究がなされている．多重ゼータ値の有限類
似である有限多重ゼータ値に関しては，双対関係式や和公式といった多重ゼータ値と同種の関
係式も多数証明されているが，それらは予想されるだけ多くの関係式を産み出さないことがわ
かっており，新たな関係式の登場が望まれている．そのような中，報告者は有限多重ゼータ値
とその変形版である有限Mordell-Tornheim 多重ゼータ値の関係をシャッフル積で記述するこ
とにより，有限多重ゼータ値の関係式を導いた．これは山本氏により定義された山本積分によ
り自然に解釈でき，積分表示を用いて新たな多重ゼータ値やその類似物の関係式を導くことに
まだ研究の可能性があると考えられる． 
 
２．研究の目的 
積分表示を用いた手法を有限多重ポリログへ適用することにより，新たな有限多重ゼータ値の
関係式の導出をする．しかしそれには，和公式をはじめとする有限多重ポリログの関係式を用 
いる必要がある．そのため，有限多重ポリログの線形関係式を与え，有限多重ポリログの理論
の基礎を作る．また，有限多重ゼータ値の関係式を求め，その関係式族がどれだけ多くの関係
式を含んでいるかを調べる．複シャッフル関係式と呼ばれる関係式族が全ての有限多重ゼータ
値の関係式を含むだろう，という予想があり，本研究で得られた関係式族が，複シャッフル関
係式族にどの程度近いかを明らかにする． 
 
３．研究の方法 
まず，以下の 2つの手法により研究を進めていく．1つ目は，2つの多重ゼータ値の積の積分区
間をうまく分割する手法である．通常の多重ゼータ値の和公式や重み付き和公式がこれにより
証明されており，有限多重ポリログについても同様の公式を与える．2 つ目は，母関数のガン
マ関数による表示を利用する方法である．高さが 1の有限多重ポリログの母関数は，不完全ガ
ンマ関数（の有限部分）を用いた表示を持つと考えられる．不完全ガンマ関数の先行研究を用
いることにより，高さが 1 の有限多重ポリログに関する情報を取り出す．また，適宜数値計算
を援用することにより，関係式の予想を立てながら計算を進める． 
 
次に，有限多重ポリログの関係式から有限多重ゼータ値の関係式を求める．また本研究で得ら
れた有限多重ゼータ値の関係式が複シャッフル関係式に含まれているかを次の手順で確認する． 
まずは重さが小さい場合に絞って数値計算により予想をたてる．包含関係の予想が立てられな
い場合，知られている別の関係式族を組み合わせることにより，包含関係が成立しないか検討
する． 
 
４．研究成果 
通常の多重ゼータ値は反復積分を用いて表され，2 つの多重ゼータ値の積の積分区間をうまく
分割することにより，多重ゼータ値の和公式や重み付き和公式が示される．本研究では，2 つ
の有限多重ポリログの積とシャッフル関係式を用いることにより，パラメータを４つ持つよう
な有限多重ゼータ値間の関係式を得た．有限版の多重ゼータ値の関係式を積分区間の分割を用
いて証明するというのは新しい手法といえる．本関係式は複雑なものであるが，パラメータを
特殊化することにより，重み付き和公式の一種とみることができる．通常，重みつき和公式は
2 の指数にインデックスの一部をもつような和の公式を指すが，本結果で得られた公式は 2 の
指数にインデックスの 1の個数をもつような新しいタイプの関係式である．本結果は学術論文
として Journal of Number Theory に掲載された． 
 
また，ロンサム分解可能な行列の個数を係数に持つ母関数を明示的に与えた．これは知られて
いる通常のロンサム行列の母関数の類似になっており，きれいな式で与えられる．またロンサ
ム分解可能行列の個数がスターリング数で表現できることから，その法 pでの値について詳し
く解析できる．これにより，特殊な場合において，ロンサム分解可能行列の個数の法 pでの値
を決定した．これらの結果は学術論文として Discrete Mathematics に掲載された．ロンサム行
列の個数はサイクルを持たない完全２部グラフと関係があるが，ロンサム分解可能行列の個数
についてもグラフ理論的な考察を行った． 
 
さらに，多重ゼータ値と関係の深い多重ベルヌーイ数や多重ベルヌーイ多項式について，それ
らの畳み込み関係式を与えた．本公式は指数型の畳み込み和ではないタイプのもので，ベルヌ
ーイ数に関する Matiyasevich の公式の拡張にあたる．指数型の畳み込み和は母関数より比較的
簡単に求まることが多いが，本結果のような公式は数論的に興味深い対象の場合のみに存在す
ると考えられる．そのため，多重ベルヌーイ数がベルヌーイ数と同様に興味深い対象であるこ
とを示唆している．本結果は学術論文として Moscow Journal of Combinatorics and Number 



Theory に掲載決定済みである． 
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