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研究成果の概要（和文）：絡み目ホモトピーとはアンビエントアイソトピーと自己交差によって生成される絡み
目上の同値関係である．本研究の成果は主に次の３つである．４成分絡み目の絡み目ホモトピー類の不変量を構
成し，絡み目ホモトピー類についても調べた．ミルナー不変量を用いてハンドル体絡み目の絡み目ホモトピー不
変量を構成し，これを用いて絡み目ホモトピー類の性質について調べた．絡み目の一般化である仮想結び目の
Goussarov-Polyak-Viro有限型不変量の幾何的性質について調べた．

研究成果の概要（英文）：A link-homotopy is an equivalence relation on links generated by ambient 
isotopies and self-crossing changes. I constructed link-homotopy invariants for 4-component links 
and researched properties of link-homotopy classes of links by the invariants. I also researched 
properties of link-homotopy classes of handle-body links by making invariants. I also researched 
geometric properties of Goussarov-Polyak-Viro's finite type invariants on virtual links. 

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： 位相幾何学　結び目理論

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
絡み目の不変量をクラスパー理論を用いてクラスパーの言葉で記述することで，図式的な計算が可能となり，計
算の簡略化や新しい視点を導入することができる．本研究では，絡み目の絡み目ホモトピー不変量をクラスパー
を用いて再定式化を与え，そこからさらに新しい不変量を構成した．このように，クラスパーを用いた定式化
は，幾何的な視点からの新しい発展が期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
低次元トポロジーの一分野である結び目理論における下記の３つのテーマにおいて研究を行な
った． 
 
(1)結び目理論において，絡み目の通常の同値関係は，アンビエントアイソトピーによって生成
される同値関係である．一方で，絡み目の"成分間の絡み方"を見る，絡み目に対する自然な同値
関係として，絡み目ホモトピーと呼ばれる同値関係が Milnor によって定義されている．絡み目
ホモトピーとは，アンビエントアイソトピーと自己交叉交換によって生成される同値関係であ
る．絡み目ホモトピーの不変量としてミルナー不変量が構成され，３成分以下の同値類は完全に
分類された．その後，Levine により４成分の分類が行われた．この分類は，４成分絡み目全体
の集合と一対一対応する集合を与えることによって示された．しかし，具体的に与えられた２つ
の絡み目に対して，それらが同値であるかどうかを判別出来るものは一部の部分集合に限られ
ていた． 
 
(2)ハンドル体絡み目とは，有限個のハンドル体の３次元球面への埋め込みである．埋め込まれ
る全てのハンドル体の種数が１であるとき，ハンドル体絡み目の通常の同値類は絡み目の通常
の同値類と同一視できる．そのため，ハンドル体絡み目は，絡み目の自然な一般化となっている．
さらに絡み目における絡み目ホモトピーの自然な一般化として，ハンドル体絡み目の絡み目ホ
モトピーと呼ぶべき同値関係を考えることができる．２成分のハンドル体絡み目については，
Mizusawa が構成した絡み数を用いた不変量によって，Mizusawa-Nikkuni が絡み目ホモトピーの
分類を行なっている．一方で，一般の成分については絡み目ホモトピーについての定式化も行わ
れていなかった． 
 
(3)結び目の有限型不変量は Goussarov と Habiro の独立な結果によりトポロジカルな特徴付け
がなされている．また Stanford は pure braid group の lower central series を用いた結び目
の同値関係の族を定義し，これを用いて有限型不変量のトポロジカルな特徴付けを行なった．こ
の同値関係は Ohyama により定義された n-triviality から得られる同値関係と同値であること
が知られている．一方，仮想結び目の理論において，Goussarov-Polyak-Viro は結び目の n-
triviality の概念を拡張し，これを用いて n-同値と呼ばれる同値関係を定義した．しかし，こ
の同値関係が仮想絡み目の有限型不変量のトポロジカルな特徴付けを与えるかどうかは判明し
ていなかった． 
 
２．研究の目的 
 
それそれのテーマに対する３つの目的を述べる． 
 
(1)絡み目の絡み目ホモトピーの分類や区別における，計算可能な不変量を構成し，その分類に
役立てることが目的であった．本研究では特に，４成分絡み目の絡み目ホモトピー類に対する解
明を目的として，これまでの３成分以下の研究の一般化になるような不変量の構成及び分類を
目標として行なった． 
 
(2)一般成分のハンドル体絡み目の絡み目ホモトピーの概念の定式化し，絡み目における自然な
同値類をハンドル体絡み目に対しても導入することが目的であった．さらにその同値類の区別
や分類を行うことも目的であった．本研究では特に，３成分のハンドル体絡み目や，almost 
trivial といった，絡み目でよく扱われるクラスに対して，ハンドル体絡み目の絡み目ホモトピ
ーの分類を目標として行なった． 
 
(3)仮想絡み目の有限型不変量に対してトポロジカルな解釈を与えることが目的であった．本研
究では特に，トポロジカルな解釈を与える可能性がある同値関係を定義し，Goussarov-Polyak-
Viro が導入した仮想絡み目上の n-同値との関係性を調べるなど，その性質を調べることを目標
とした． 
 
３．研究の方法 
 
それそれのテーマに対する３つの研究方法を述べる． 
 
(1)クラスパー表示と呼ばれる絡み目の表示法を用いて，任意の絡み目の絡み目ホモトピー類を
表示することが知られている．一方で，その表示は一意ではない．そのため，クラスパー変形を



行った際にクラスパー表示がどのように変化するかの考察を試みた． 
  
(2)絡み目のミルナー不変量は強力な絡み目ホモトピー不変量であることが知られている．ハン
ドル体絡み目から絡み目を構成することで，その絡み目のミルナー不変量を用い，ハンドル体絡
み目の不変量の構成を試みた．ハンドル体絡み目から絡み目を構成する際には，Mizusawa の手
法を用いて，ハンドル体絡み目の整係数 1 次元ホモロジー群の基底を絡み目に対応させた．ま
た，構成した不変量があるクラスで完全不変量になることの証明には，絡み目の局所変形を与え
るクラスパー変形を用いることでその証明を試みた． 
 
(3)仮想絡み目の同値類は，ガウス図式の同値類と同一視できることが知られている．本研究で
は，絡み目の有限型不変量にトポロジカルな解釈を与えた一つの方法として知られる Stanford
による pure braid group の lower central series を用いる手法を，ガウス図式に対して拡張
することを試みた． 
 
４．研究成果 
 
それそれのテーマに対する３つの研究成果を述べる． 
 
(1)Levine の結果を Habiro の導入したクラスパー理論を用いることによって，トポロジカルな
手法で再構成した．Levine が与えた４成分絡み目全体の集合と一対一対応する集合は，基本群
を用いた計算によるものであり，非常に複雑な計算を必要とする．一方で，本成果における再構
成では，クラスパーを用いた局所変形によって一対一対応する集合を構成した．この新しい構成
での計算量は少なく，また成分に対して対称的な構成となった．さらにこれによって，ある絡み
目の部分集合に対して，その中の２つの絡み目が同値であるかどうかを判別出来る不変量を構
成した．また，この不変量を用いた絡み目の判別例を与えた．この研究は水澤篤彦氏の協力のも
と行なった． 
 
(2)絡み目の絡み目ホモトピーの概念をハンドル体絡み目の同値類に拡張したのもとして，HL-
homotopy という概念を一般成分に対して定式化した．また，絡み目のミルナー不変量を用いて
HL-homotopy に対する不変量の族を構成した．これにより，almost trivial と呼ばれるハンド
ル体絡み目のクラス全体の集合と一対一対応する集合を与えた．この一対一対応を用いること
でそれらのクラスを区別可能な計算可能な不変量を構成した．また，この不変量を用いた具体例
を計算した．この研究は水澤篤彦氏の協力のもと行なった． 
 
(3)Stanford が導入した同値関係の概念を，pure virtual braid group の lower central series
を用いて仮想絡み目及び仮想ストリング絡み目に拡張した．またこの同値関係が Goussarov-
Polyak-Viro による n-同値と同値であることを示した． 
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