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研究成果の概要（和文）：３次元多様体や４次元多様体の研究においてFloer理論が重要な役割を果たしてお
り、Floer理論からさまざまな不変量が定義されている。これまで、Floerホモロジーを用いることが主流であっ
たが、近年その精密化であるFloerホモトピー型というものが研究され始めている。本研究では
Seiberg-Witten-Floer理論においてFloerホモトピー型を研究した。その応用として、４次元多様体の不変量で
ある安定ホモトピーSeiberg-Witten不変量の貼り合わせ公式を得た。

研究成果の概要（英文）：In the study of 3 and 4-manifolds, Floer theory plays an important role. 
Using Floer theory, many invariants have been defined. So far, Floer homology is mainly used. 
However a homotopy refinement of Floer homology, called Floer stable homotopy type, has been studied
 recently. I have studied Floer stable homotopy type in Seiberg-Witten theory. As an application, I 
constructed a gluing formula for the stable homotopy Seiberg-Witten invariants for 4-manifolds. 

研究分野： 幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Floerホモロジーはこれまで、低次元トポロジーやシンプレクティック幾何学において様々な重要な応用を生み
出してきた。本研究では、Seiberg-Witten理論においてFloerホモロジーの精密化であるFloer安定ホモトピー型
を研究した。本研究では、Floerホモトピー型の基礎的な研究が中心であったが、いくつかの応用も得た。今
後、さらなる応用が生み出せる状況にある。さらに、Seiberg-Witten理論において研究を行ったが、将来、イン
スタントンFloer理論やシンプレクティックFloer理論への拡張も研究されていくと考えられる。
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１．研究開始当初の背景 

 

低次元トポロジーやシンプレクティック幾何学において最も重要な研究の一つは Floer 理論で
ある。Floer 理論は、一言で述べると、無限次元 Morse 理論である。３次元多様体やシンプレ
クティック多様体から、ある無限次元多様体上の汎関数が定義され、（適当な条件のもと）有限
次元の Morse 理論と並行した結果を証明することができる。（証明は有限次元の場合よりも困
難を伴う場合が多い。）それにより、幾何学、トポロジー、シンプレクティック幾何学への応用
を得ることができる場合がある。主な方法は、Floer ホモロジーを定義することである。Floer

ホモロジーは無限次元多様体上で定義された汎関数の Morse ホモロジーである。つまり、汎関
数の臨界点で生成される加群に、臨界点の間を流れる勾配流の本数を数えること境界作用素が
定義され、その付随するホモロジーが Floer ホモロジーである。Floer ホモロジーを研究する
ことで、様々な大変興味深い応用が得られている。 

 

Kronheimer-Mrowka は任意の閉 spin-c３次元多様体 Y に対して, Seiberg-Witten-Floer ホモ
ロジーを定義した。spin-c 接続とスピーノル束の切断の配置空間に Chern-Simons-Dirac 汎関
数と呼ばれる汎関数 CSD が定義される。CSD の臨界点は３次元多様体 Y 上の Seiberg-Witten

方程式の解 (のゲージ同値類), CSD の勾配流は Y と実数直線の直積上の Seiberg-Witten 方程
式の解 (のゲージ同値類 )に対応している .  CSD から定義される Floer ホモロジーが
Seiberg-Witten-Floer ホモロジーである. Seiberg-Witten-Floer ホモロジーの応用としては、境
界付き４次元多様体に対する相対Seiberg-Witten不変量の定義, Seiberg-Witten不変量の張り
合わせ公式, 境界付き４次元多様体の交差形式の制限などさまざまなものがある.  

 

 

一方, Cohen, Jones, Segal は Floer ホモロジーを精密化する Floer 安定ホモトピー型を提唱し
た. 無限次元多様体上の汎関数から, ある位相空間 (CW 複体) の(安定) ホモトピー型を定義
し、そのホモロジーをとると Floer ホモロジーと同型になるものが Floer 安定ホモトピー型で
ある。もし、Floer 安定ホモトピー型を定義できれば、Floer ホモロジーを精密化した不変量と
なっており、さらなる応用が期待できる。しかし、その実現にはいろいろな困難がある。 

 

Manolescu は第一 Betti 数が０の３次元多様体に対して、Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピ
ー型を定義した。さらに三角形分割に関する未解決問題を解決や境界付き４次元多様体のトポ
ロジーなど、著しい応用が見出され始めていた。 

第一 Betti 数が正の３次元多様体への Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピー型拡張には本質的
困難があったが, T. Khandhawit 氏, J. Lin 氏との共同研究によって、Seiberg-Witten-Floer 安
定ホモトピー型のあるバージョンを構成した。この Floer 安定ホモトピー型は
Kronheimer-Mrowka の Floer ホモロジーではなく、ある局所係数で捻ったものに対応するも
のだった。 

 

 

２．研究の目的 

研究の目的は Khandhawit 氏, Lin 氏との共同研究で定義した Seiberg-Witten-Floer 安定ホモ
トピー型の応用を行うこと,  もともとのKronheimer-MrowkaのFloerホモロジーに対応する
Floer 安定ホモトピー型を構成すること, また、シンプレクティック Floer 理論やインスタント
ン Floer 理論へ Floer 安定ホモトピー型への構成を拡張することである。 

 

Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピー型の応用としては、４次元閉多様体の不変量である安定
ホモトピーSeiberg-Witten 不変量の境界付き４次元多様体への拡張や、貼り合わせ公式の構成。
Seiberg−Witten−Floer 安定ホモトピー型の別のバージョンの構成を行うためには、特殊な性質
を持つ spectral section の構成を行うことになる. また、シンプレクティック Floer 理論やイン
スタントン Floer 理論への拡張は、Seiberg-Witten 理論で得た知見を生かして構成を目指すこ
とであった。 

 

３．研究の方法 

 

以前定義した  Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピー型の応用については、引き続き
Khandhawit 氏, Lin 氏との共同研究として継続して行った。また、新しいバージョンの
Seiberg-Witten-Floer安定ホモトピー型の構成に関する研究は、Khandhawit氏とまた、研究集
会を通して議論が始まった M. Stoffregen 氏も加えて共同研究として行った。 
 
 
 
 



４．研究成果 
 
Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピー型の応用として、４次元多様体の安定ホモトピー
Seiberg-Witten 不変量の貼り合わせ公式を、ある技術的仮定のもと、構成することができた。
その結果、４次元多様体を結び目に沿って手術したときの、安定ホモトピーSeiberg-Witten不
変量の振る舞いに関する結果を得ることができた。また、安定ホモトピーSeiberg-Witten不変
量のある消滅定理に証明を与えることができた。（消滅定理に関して、すでに知られていた結果
で、別証明を与えたことになる。）この結果は、論文としてまとめ、現在投稿中である。 
 
Seiberg-Witten-Floer 安定ホモトピー型のもう一つのバージョンの構成に関しては、
Seiberg-Witten 方程式の良い有限次元近似を得るために、ある条件を満たす spectral section
の構成が必要になるが、その構成に関して進展があった。 
シンプレクティック Floer理論やインスタントン Floer理論への Floer安定ホモトピー型の構
成の拡張は、いくつかの知見を得たものの、今後さらなる研究が必要とされる状況である。 
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