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研究成果の概要（和文）：本研究では非コンパクト対称空間内の種々の等質部分多様体の構成, 分類問題に関す
る研究を行った. 主な成果として, 非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の構
成, 分類問題に関して進展が得られた. 特に等質ラグランジュ部分多様体を許容するような岩澤分解の可解部分
の部分群作用の分類については, 複素双曲空間の場合に完全な分類を与えることができた. また階数の高い非コ
ンパクト型エルミート対称空間についても, 豊富に等質ラグランジュ部分多様体の例を構成するとともに, 分類
問題に関して進展を得ることができた.

研究成果の概要（英文）：In this research, we have studied some homogeneous submanifolds in symmetric
 spaces. In particular, we had progresses on classification problems of homogeneous Lagrangian 
submanifolds in Hermitian symmetric spaces of noncompact type. For group actions in the solvable 
part of the Iawasawa decomposition admitting a Lagrangian orbit, we gave complete classification of 
such group actions when the ambient space is the complex hyperbolic space. Moreover, in higher rank 
cases, we constructed many examples and gave a partial classification result of homogeneous 
Lagrangian submanifolds.      

研究分野：微分幾何学

キーワード： 対称空間　等質部分多様体　ラグランジュ部分多様体　リー群　リー代数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非コンパクト型エルミート対称空間への等質ラグランジュ部分多様体を許容する岩澤分解の可解部分の部分群作
用の分類問題は, ある性質を満たす可解リー代数の分類問題に帰着される. しかしながら話をリー代数レベルに
帰着させても, 一般に対称空間の階数が高い場合にはその分類は難しい. 本研究では, そのような問題に対し
て, ある性質を満たすグラフの分類問題に帰着させることで進展を得ることができた. 可解リー代数とグラフの
間に対応を与え, 分類問題を解決するという試みは新しく, その意味で本研究の成果は学術的に意義があると思
われる.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 リーマン多様体内の等質部分多様体は, 様々な性質を持つ部分多様体の例を豊富に供給する
クラスとして知られており, 分類問題は部分多様体論において基本的かつ重要な問題として盛
んに研究されてきた. 例えば等質超曲面(余等質1作用)に関しては, 1930年代後半のLevi-Civita, 
Serge によるユークリッド空間内の等質超曲面の分類をはじめとして , 球面 (Hsiang-
Lowson,J.Differential Goem. 1971), 複素射影空間(Takagi, Osaka Math. J., 1973) などの場合
の分類が古くから知られている. また 2000年以降にも一般のコンパクト型対称空間内の等質超
曲面が A. Kollros によって分類され, さらに J. Berndt-H.Tamaru による一連の研究により非
コンパクト型対称空間への余等質性 1 作用の研究に関しても大きな進展があった. しかしなが
ら余等質性の高い群作用の分類は難しく, その様相すらつかめていない状況にあった. 
 後述の通り本研究では非コンパクト対称空間内の等質部分多様体の研究と密接に関係してい
る 2つの研究テーマ, 「非コンパクト対称空間内の等質部分多様体論を用いたリー群上の左不変
な幾何構造の研究」および「非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様
体の研究」を通して, 余等質性の高い群作用の様相を調べることを目的として含んでいる. ここ
ではこれら 2つの研究の背景についても簡潔に述べておく. 
(1)「等質部分多様体論を用いたリー群上の左不変な幾何構造の研究」について 
 リー群上の左不変な幾何構造のなす空間は非コンパクト対称空間となり, さらに適当な同値
関係による同値類はその中の等質部分多様体として与えられることが知られている. 例えば n
次元リー群 Gに対して, G上の左不変計量のなす空間は非コンパクト対称空間 GL(n,R)/O(n)と
同一視できる. また G 上の左不変計量に対して「スカラー倍を除いて等長的」という同値関係
を考えると, その同値類は GL(n,R)/O(n)内の等質部分多様体となる. 報告者は田丸博士氏との
共同研究において 3 次元可解リー群上の左不変計量の性質とその同値類(以下対応する部分多様
体と呼ぶ)の部分多様体としての性質についての関係性を調べ, 次の結果を得ていた: 
定理(H.-Tamaru) 3次元可解リー群上の左不変計量に対して, 左不変計量がRicci solitonである
ための必要十分条件は対応する部分多様体が GL(n,R)/O(n)内で極小であること.  
しかしながら上記の結果は一般の可解リー群の場合には成り立たないことが報告者により確
認されていた.  
(2)「非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の研究」について 
ラグランジュ部分多様体はシンプレクティック幾何学において重要な役割を演じる部分多様
体として知られている. いくつかのエルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体はシ
ンプレクティック幾何学においても興味深い具体例を供給しており, その構成・分類に関する研
究が行われていた. 分類問題に関しては, Beduli-Gori により複素射影空間内の等質ラグランジ
ュ部分多様体で特に単純リー群の作用から得られるものの分類が与えられている. また Ma-
Ohnitaにより複素二次超曲面内の等質ラグランジュ部分多様体の完全な分類が与えられている. 
他方, 非コンパクト型エルミート対称空間は複素ユークリッド空間とシンプレクティック微分
同相であることから, 非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体は
複素ユークリッド空間内の(コンパクトとは限らない)ラグランジュ部分多様体の例を豊富に供
給することが期待される. 報告者は梶ヶ谷徹氏との共同研究により複素双曲空間内の等質ラグ
ランジュ部分多様体の構成, 分類問題に取り組んでいた. 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的の 1 つは非コンパクト対称空間内の等質部分多様体に関する研究の進展, 特に
余等質性の高い群作用の研究を進展させることである. しかしながら上述の通り, 余等質性の
高い群作用の分類は難しく, その様相すらわかっていない. そこで本研究では非コンパクト対
称空間内の(余等質性の高い)等質部分多様体の研究と密接に関係している下記の 2 つの研究に
着目し, 各々の研究を進展させるとともに, それらを通して非コンパクト対称空間内の等質部
分多様体の例を豊富に構成することで, 余等質性の高い群作用の様相を探ることとした:  
(1) 非コンパクト対称空間内の等質部分多様体論を用いたリー群上の左不変な幾何構造の研究 
(2) 非コンパクト型対称空間内の等質部分多様体に対して, 良い性質をもつものの研究(構成, 
分類) 
 
 
３．研究の方法 
 
 上記 2つの研究テーマに関して, (1)については低次元リー群上の左不変計量に対応する等質
部分多様体の幾何学的性質を中心に研究を行った. また(2)については非コンパクト型エルミー
ト対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の構成, 分類問題に関する研究を主として行った. 



いずれの研究も可解リー群が重要な役割を果たしている. 非コンパクト型エルミート対称空間
内の等質ラグランジュ部分多様体の分類問題に関しては, 非コンパクト型対称空間への余等質
性 1 作用や, polar 作用の研究手法を参考に研究を行った. まずは作用する群として等長変換
群の岩澤分解の可解部分の部分群作用や, あるいはより大きなクラスである放物型部分群の部
分群作用を考えることで構成, 分類問題の進展を目指した.  
 
 
４．研究成果 
 
等質部分多様体論を用いたリー群上の左不変な幾何構造の研究に関しては, 低次元リー群の
場合を中心に左不変計量に対応する部分多様体の幾何学的性質を考察することで, 余等質性の
高い等質部分多様体の例を得ることができた. しかしながら左不変計量の研究(特に良い性質を
もつ左不変計量の判定法の確立等)に対して, 対応する部分多様体の観点からの有効な研究枠組
みの構築には至らずその意味で大きな進展は得られなかった. 
一方, 非コンパクト型エルミート対称空間内の等質ラグランジュ部分多様体の研究に関して
は, 豊富に例を構成するとともに部分的な分類結果を得ることができた. 非コンパクト型対称
空間への等長的作用の種々の分類問題において, その岩澤分解の可解部分は重要な役割を果た
してきたことを踏まえ, 本研究においてもまずは岩澤分解の可解部分の部分群作用で等質ラグ
ランジュ部分多様体を許容するものについて研究を行い, 以下の成果を得た. 
(1) 梶ヶ谷徹氏との共同研究において, 複素双曲空間の場合に等質ラグランジュ部分多様体を
許容する岩澤分解の可解部分の部分群作用の完全な分類を与えた. 我々の結果から上記の群作
用は大きく分けると 2 種類存在することが分かった. 一つは等質ラグランジュ部分多様体の 1
変数族を与え, もう一つは全ての点を通る軌道が等質ラグランジュ部分多様体となる. 得られ
た等質ラグランジュ部分多様体の幾何学的性質についても調べている.  
(2) 複素双曲空間の結果を踏まえ, 階数の高い非コンパクト型対称空間への等質ラグランジュ
部分多様体を許容する岩澤分解の可解部分の部分群作用の部分的な構成方法を与えた.この構成
法により階数 n の非コンパクト型エルミート対称空間に対して, 等質ラグランジュ部分多様体
の k 変数族をもつ岩澤分解の可解部分の部分群作用が存在することが期待される(ここで k は n
以下の任意の自然数とする). 
(3) 栗原大武氏との共同研究において, 階数 n の非コンパクト型エルミート対称空間
Sp(n,R)/U(n)の場合に, (2)の構成法から得られる等質ラグランジュ部分多様体が, ある性質を
もつグラフ(根付き木)と対応することを示し, そのような根付き木の分類を与えた. 等質ラグ
ランジュ部分多様体を許容する岩澤分解の可解部分の部分群作用の分類問題は然るべき性質を
もつ可解リー代数の分類問題に帰着される. しかしながら話をリー代数レベルに帰着させても
一般に階数の高い非コンパクト型エルミート対称空間の場合にはその分類は難しい. 分類が困
難な可解リー代数の分類問題を, 分類可能なグラフの問題に帰着させ解決することができたの
は本研究において大きな進展であると言える. しかしながら同様の方法を他の非コンパクト型
エルミート対称空間へ拡張した場合, 対応するグラフはより複雑となりグラフの分類は困難で
あった. そのため, 他の場合への拡張については今後更なる工夫が必要である. 
 また岩澤分解の可解部分を含むより大きなクラスである放物型部分群の部分群作用から得ら
れる等質ラグランジュ部分多様体についても研究を行った. 
(4) J. C. Diaz-Ramos 氏, M. D. Vazquez 氏との共同研究により, 複素空間形への群作用で, 
すべての軌道が等質ラグランジュ部分多様体となるものの完全な分類を与えた. 分類の際に生
じた問題の多くは複素双曲空間への polar 作用の研究において用いられたアイディアで解決す
ることができたが, その様相は polar 作用の分類の場合と比べて複雑であった. 
 その他, 本研究に関連する成果として梶ヶ谷徹氏との共同研究により非コンパクト型エルミ
ート対称空間の同変実現に関する以下の結果を得た. 
(5) 非コンパクト型エルミート対称空間は複素多様体としては, 複素ユークリッド空間内の有
界領域として実現される. またシンプレクティック多様体としては標準的なシンプレクティッ
クベクトル空間とシンプレクティック微分同相であることが知られている. これらの実現は複
素幾何あるいはシンプレクティック幾何の手法を用いて与えられていたが, 我々はこれらの実
現がもつ同変性に着目し, 対称空間の極性を用いることで統一的な手法による構成方法を与え
た.  
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