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研究成果の概要（和文）：曲面をある種の曲率条件（ガウス曲率や平均曲率が一定など）のもとで研究する際，
特異点が自然に現れる．その観点から近年，「外の空間を払拭した，特異点を許容する内在的な幾何構造」が盛
んに研究されており，特異点付きの内在的幾何学（リーマン幾何学）が進展している．その基本的問題のひとつ
に半正定値計量の実現問題があるが，特定の場合以外はその問題は解決されていなかった．本研究では，波面の
誘導計量をモデルとしたKossowski計量という半正定値計量は実解析的な場合に局所等長実現可能であることを
示すなど，特異点を持つ曲面の幾何学や特異点付きの内在的幾何学の理論を発展させる結果を得た．

研究成果の概要（英文）：When we study surfaces under some natural curvature conditions, such as 
surfaces of constant Gaussian/mean curvature, singular points frequently appear on such surfaces. 
Recently, based on such a differential geometric study of surfaces with singular points, the theory 
of intrinsic geometry with singularities is progressing rapidly. Although the isometric realization 
problem of positive semi-definite metrics as surfaces with singular points is one of the fundamental
 problem, the problem was solved only in a specified case. In this study, we proved every real 
analytic Kossowski metric can be isometrically realized locally, where Kossowski metrics are 
positive semi-definite metric modeled on induced metrics of wave fronts. Including such a theorem, 
we obtained several fundamental results on surfaces with singular points, and intrinsic geometry 
with singularities.

研究分野： 微分幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では，Kossowski計量という半正定値計量は実解析的な場合に局所等長実現可能であることを示すなど，
特異点を持つ曲面の幾何学や特異点付きの内在的幾何学の理論における中心的な結果を得た．このような結果
は，特異点を持つ曲面の理論を内在的な半正定値計量の幾何学に一般化しているため今後の応用が期待される．
すでにいくつかの結果はローレンツ多様体の混合型曲面の型変化の理論の構築に応用されており，本研究で得ら
れた結果は，理論物理等を含む広範な分野へも応用されることが期待できると思われる．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
曲面をある種の曲率条件（ガウス曲率や平均曲率が一定など）のもとで研究する際，特異点が
自然に現れる．その観点から近年，連接接束などの「外の空間を払拭した，特異点を許容する
内在的な幾何構造」が盛んに研究されており，特異点付きのリーマン幾何学が進展している．
その基本的問題のひとつに，特異点を許容する任意の半正定値計量は誘導計量として実現され
るかどうかを問う「半正定値計量の実現問題」があるが，特定の場合以外はその問題は解決さ
れていなかった． 
 
２．研究の目的 
本研究では，(I)半正定値計量の特異点の実現問題，(II)特異点を許容する空間型の間の等長は
め込みの分類の 2 つの課題に取り組むことにより，多様体上の特異点を許容する幾何学的構造
の理論を確立することを目標とする． 
 
３．研究の方法 
(I)半正定値計量の特異点の実現問題については，まず Whitney 計量の交差帽子としての等長
実現問題について，計量を特異点においてブローアップして Cauchy-Kowalevski の定理を適
用しブローダウンするアプローチ，または，形式的べき級数解を求めその収束を議論する方法
をとる．数式処理ソフトなどを使用し様々な具体例を通して数値実験も行う．Kossowski 計量
の実現定理の精密化について，波面的な写像の中で頻繁に現れる特異点（ツバメの尾，カスプ
状交差帽子）の場合を，特異点を持つ空間曲線の理論を構築し，その曲率関数や捩率関数とツ
バメの尾の内的不変量との関係を導き出すことにより解決する．5/2-カスプ辺にも同様の精密
化を試みる．本研究で得られた結果を通して，Kossowski 計量や Whitney 計量に限らない一
般的な特異点を持つ半正定値計量に対して理論の統一を図る．(II)「特異点を許容する空間型の
間の等長はめ込みの分類」について，特異点集合の構造とガウス写像の像との関係を調べるこ
とにより，村田-梅原による 3 次元ユークリッド空間の 2 次元の平坦波面の大域的な分類を高次
元の場合に拡張することを目指す．阿部による Hartman-Nirenberg の定理の複素の類似をも
ととした複素解析等長はめ込みの波面としての大域的な分類問題を，Smith や村田-梅原による
手法を用いて解決することを目指す．また，研究代表者の研究動向をよく知る研究者(東京工業
大学・梅原雅顕氏，山田光太郎氏，神戸大学・佐治健太郎氏，直川耕祐氏，北海道大学・泉屋
周一氏など)に研究相談・討議の機会をいただく．さらに，微分幾何学・特異点論の国内外の研
究集会に進んで参加・講演する． 
 
４．研究成果 
まず(I) 半正定値計量の特異点の実現問題については，直川耕祐氏，梅原雅顕氏，山田光太郎
氏との共同研究で，任意に与えられた実解析的な Kossowski 計量を第一基本形式に持つような
3 次元ユークリッド空間のフロンタルが存在することを示した．また，その応用として，極限
法曲率が消えないようなカスプ辺，カスプ状交差帽子の等長変形のモジュライ空間を決定した．
この結果は現在投稿中である(arXiv:1710.02999)．また，佐治健太郎氏との共同研究で，ラン
フォイドカスプ辺(5/2-カスプ辺)の幾何学的性質を調べ，極限法曲率が消えないようなランフ
ォイドカスプ辺の等長変形のモジュライ空間を決定することができた（雑誌論文 1）．また，直
川耕祐氏，佐治健太郎氏，梅原雅顕氏，山田光太郎氏との共同研究において，与えられた空間
曲線を特異値集合の像として持つような等長的なカスプ辺の個数は，ジェネリックな場合には
4 つあることを示した．現在投稿中である．(II)特異点を許容する空間型の間の等長はめ込み
の分類については，村田-梅原による 3次元ユークリッド空間の完備な平坦波面の分類や 4頂点
型定理の高次元化を目標として研究を行った．そこで，研究代表者の以前の研究結果を用いる
ことで，完備かつ平坦な n次元連接接束の(n+1)次元ユークリッド空間への波面としての等長実
現は，特異点を許容せず柱面に限ることを示した(ただし nは 3以上の整数)．これにより，同
じ非負の断面曲率を持つ空間型の間の波面としての等長はめ込みの分類を与えた（雑誌論文 4）．
さらに，平坦波面の共役を適切に定義することで，特異点の双対性が成り立つことを示した（現
在，投稿中）．ローレンツ多様体内の混合型曲面の光的点は誘導計量の特異点とみなされる．佐
治健太郎氏，寺本圭佑氏と共同で，波面の幾何学的性質の研究の手法を適用することで，有界
なガウス曲率を持つ混合型曲面に対するガウス・ボンネの定理を得た．現在，投稿中である
（arXiv:1811.11392）． 
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