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研究成果の概要（和文）：特異摂動型の微分方程式に対する完全WKB解析の理論の多様性に注目し、団代数や位
相的漸化式との関係性に関して研究を行った。その中で、次の成果が得られた： (1) 位相的漸化式および離散
Fourier変換によりPainleve τ函数を構成した。 (2) あるクラスのスペクトル曲線に対して、位相的漸化式が
定める自由エネルギーを対応するBPS構造を用いて記述する公式を導いた。

研究成果の概要（英文）：We investigated a relationship between exact WKB analysis, cluster algebras,
 and topological recursion. The results we obtained are the following: (1) We proved that the 
discrete Fourier transform of topological recursion partition function gives a Painleve 
tau-function. (2) For a class spectral curves, we established a formula which allows us to describe 
the free energy of topological recursion in terms of the corresponding BPS structure. 

研究分野： 微分方程式論

キーワード： 完全WKB解析　位相的漸化式　Painleve方程式　団代数　BPS構造
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
微分方程式論の研究手法である完全WKB解析と、代数学の研究対象である団代数やBPS構造、さらには幾何学や数
理物理学と密接に関わる位相的漸化式との関係性に関する研究を行ったことで、全く異なる分野の知見を共有す
る足掛かりを与えることができた。これが本研究成果の学術的意義である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
2014 年に完全 WKB 解析とクラスター代数の関係性が研究代表者と中西知樹氏
の研究で明らかにされ、さらなる関係性の探究が望まれていた。また、2012 年
頃から発展していた量子曲線の理論を通じて位相的漸化式と WKB 解析の関係
性が活発に議論されていた。 
 
 
 
 
 
２．研究の目的 
 
完全 WKB 解析と団代数、および位相的漸化式のより深い関係性を探ることが
研究の目的であった。団代数に関しては、Voros 係数に対する Stokes 現象の解
析を通じた団代数の構造の研究を行うことや、Bridgeland により見出された
BPS 構造との関係を探ることが課題であり、一方の位相的漸化式に関しては完
全 WKB 解析的な知見 (Stokes グラフ、Voros 係数など) を位相的漸化式の研究
に応用することを主眼としていた。さらに、可能なら量子曲線の理論の枠組みの、
Painleve 方程式のような可積分系への応用も目指していた。 
 
 
 
 
 
３．研究の方法 
 
Voros 係数に対する Stokes 現象の解析には resurgence 理論における解析手法 
(alien derivative など) などを用いる。Stokes グラフの構造を調べることで
対応する BPS 構造を決定し、それに付随する BPS Riemann-Hilbert 問題の解と
Voros 係数の Borel 和の比較を行う。また、Voros 係数を位相的漸化式の自由エ
ネルギーを用いて記述する公式を導出し、それにより自由エネルギーの明示公
式を探る。さらに、位相的漸化式による高種数のスペクトル曲線の量子化を通じ
て Painleve 方程式に付随した等モノドロミー線形方程式を解析する。 
 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
超幾何微分方程式、およびその合流から得られる微分方程式の Voros 係数にお
こる Stokes 現象を解析することで、その Stokes グラフから定まる(2 重)BPS 構
造に付随した BPS Riemamn-Hilbert 問題の解が Voros 係数の Borel 和により与
えられることを示した。さらに、これら微分方程式の古典極限をスペクトル曲線
とみなすことで位相的漸化式を適用し、得られた自由エネルギーの差分として
Voros 係数が実現されることを示した (竹井優美子氏、小池達也氏との共同研
究)。これにより、位相的漸化式の自由エネルギーを、BPS 構造を用いて明示的
に記述する公式を導くことにも成功した (Omar Kidwai 氏との共同研究)。また、
Axel Saenz 氏や Olivier Marchal 氏との共同研究などを通じて位相的漸化式の
分配函数が Painleve 方程式のタウ函数を与えることを示し、さらに分配函数の
離散 Fourier 変換として I 型 Painleve 方程式の一般解を与えるようなタウ函
数の構成、およびそれによる楕円漸近展開の全次数への拡張などにも成功した。
この成果は、共形場理論を巧みに用いて VI 型 Painleve 方程式の一般解を与え
るようなタウ函数を構成したGamayun-Iorgov-Lisovyyらの結果の位相的漸化式、
または完全 WKB 解析的な類似を与えるものであり、この成果により位相的漸化
式や WKB 解析と共形場理論との関係を探ることが将来取り組むべき課題に加え
られた。このように、完全 WKB 解析の理論を軸として、研究テーマに掲げたいく



つかのキーワードを結びつける分野横断的な研究成果を得ることができた。ま
た、当初の研究テーマに掲げてなかったが、resurgence 理論に基づく 3次元多
様体の量子不変量の研究にも取り組んだ (藤博之氏、村上斉氏、寺嶋郁二氏と
の共同研究)。  
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