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研究成果の概要（和文）：フラクタル格子上の長距離浸透モデルの性質を明らかにすることを目的として研究を
行った。Pre-Sierpinski carpetと呼ばれる重要なフラクタル格子を一般化し、さまざまな変則的な形状のグラ
フも含めて、その上での長距離浸透モデルのランダムグラフの直径の評価を得た。さらにツリー上の長距離浸透
モデルに対して同様の問題を考察した。また、pre-Sierpinski gasketと呼ばれる基本的なフラクタル格子上の
長距離浸透モデルに対して、ランダムグラフ上のランダムウォークの混合時間について研究を行い、さらにラン
ダムウォークの性質と深く関わるランダムグラフの等周定数の評価を得た。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this study is to elucidate the property of the long-range 
percolation on fractal lattices. We generalized the important fractal lattice called pre-Sierpinski 
carpet, and on the graphs including various graphs with irregular shapes, we obtained estimates on 
the diameter of the long-range percolation random graph. Further, we considered the corresponding 
problem for the long-range percolation on the tree. Also, for the long-range percolation on the 
fundamental fractal lattice called pre-Sierpinski gasket, we studied the mixing time of the random 
walk on the random graph, and further obtained estimates on the isoperimetric constant which is much
 correlated with the property of the random walk.

研究分野：確率論
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
最も基本的な浸透モデルであるボンドパーコレーションは、例えば伝染病などが隣接したもの同士を伝わって広
がる様子に対応する数学の問題であるのに対して、長距離浸透モデルは、例えばコンピューターウィルスなどが
遠く離れた場所に急速に広がる様子に対応する問題といえる。本研究では、長距離浸透モデルの性質をフラクタ
ル格子のような特殊な空間上で調べるという独自の着眼点からの研究によって、他のさまざまな分野と関連し、
従来考えてこなかった新しいタイプの現象の理解につながり得る問題について、解明を進めた。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
浸透モデル（パーコレーション）は、ランダムグラフの性質を調べることによって相転移の
現象を数学的に解明することを目的とした確率モデルであり、その本格的な研究は 1950 年代に
始まる(Broadbent-Hammersley,1957)。近年では、2000 年代に登場した SLE（Schramm-Loewner 
evolution）の理論は、ブラウン運動などの伝統的な確率解析の手法を、浸透モデルをはじめと
した離散的な確率モデルの問題に応用し、臨界指数の特定のような重要な問題に解決の道筋を
つけた画期的なものであり、2006 年に Werner、2010 年に Smirnov がフィールズ賞を受けた業
績は、この理論と密接に関係している。 
浸透モデルとして最も基本的な設定は、ボンドパーコレーションと呼ばれる。これは、空間
上の隣接した点同士がランダムな辺でつながるようなランダムグラフを考え、その性質につい
て調べるものである。そのような基本的なモデルに対して研究を深く掘り下げていく方向性の
一方で、現在では、ボンドパーコレーション以外の多様な設定へと研究の幅を広げる方向性も
見られるようになった。本研究で扱う長距離浸透モデル（ロングレンジパーコレーション）も
その一つであり、1980 年代以降、本格的な研究が行われるようになった(Schulman,1983)。こ
れは、空間上の遠く離れた点同士に対しても、距離に応じた確率でランダムな辺でつながるよ
うなランダムグラフを考え、その性質について調べるものである。 
浸透モデルをどのような空間上で考えるかについては、これまでの研究においては、正方格
子や三角格子などの上で考察されたものが比較的多い。一方で、フラクタルのような特殊な空
間については、興味深い研究対象として確率論に限らずさまざまな視点から研究が行われてい
るが、フラクタル格子上における浸透モデルに関してはまだ手付かずの課題が多く存在する。 
 
２．研究の目的 
本研究で扱う長距離浸透モデルは、各点から出るランダムな辺の本数がいくらでも多くなる
可能性がある。そのため、ボンドパーコレーションの問題と比較して、このモデル特有の技術
的な困難さや煩雑さを伴い、その解明はまだ限定的にしか進んでいない。 
研究代表者がこれまでに行ってきた研究のうち本研究に深く関わるものとして、まず、フラ
クタル的な構造を持つ空間上における長距離浸透モデルを定義し、ある程度一般的な設定の下
で、無限クラスターの存在確率などについて調べた。解明できた範囲は限定的だが、長距離浸
透モデルのパラメーターの臨界値と、空間のハウスドルフ次元の間に密接な関係があることを
明らかにした。また、その研究を発展させて、最も基本的なフラクタル格子の一つとしてよく
知られる pre-Sierpinski gasket に対して、その上の長距離浸透モデルによって定まるランダ
ムグラフのさまざまな性質のうち、特にランダムグラフの直径に着目し、そのオーダーの評価
を行った。さらに、その結果を応用して、pre-Sierpinski gasket 上の長距離浸透モデルに対
して、ランダムな辺がある程度できやすい場合のランダムグラフ上のランダムウォークの問題
について考察し、混合時間のオーダーの特定を行った。 
これらの研究の延長線上で、フラクタル格子上での長距離浸透モデルに関する未解決課題の
解明をさらに進めていくことが、本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
(1) さまざまな形のフラクタル格子に対する、ランダムグラフの直径の評価の一般化： 
長距離浸透モデルによって定義されるランダムグラフの直径に関する評価は、既に結果の得
られている pre-Sierpinski gasket 上の場合と同様の結果が、他のさまざまな格子上において
もある程度成り立つことが予想される。そこで、別の重要なフラクタル格子である
pre-Sierpinski carpet や、それを一般化したグラフを考えたときに、具体的にどのような条
件下でランダムグラフの直径の評価が成り立つか、および長距離浸透モデルのパラメーターの
臨界値がどのようになるかを調べる。 
 
(2) Pre-Sierpinski gasket の場合に限定した、ランダムグラフの性質に関する精密化： 
比較的考察しやすい pre-Sierpinski gasket の場合に限って、その上での長距離浸透モデル
の性質についてさらに深く掘り下げて考察する。ランダムグラフを固定するごとに、その上を
辺に沿って移動するランダムウォークを考え、そのようなランダムウォークの性質や、それを
導く上で鍵となるランダムグラフの詳しい性質について、長距離浸透モデルのパラメーターの
値を動かした際の挙動の変化に着目して調べる。 
 
４．研究成果 
(1) さまざまなフラクタル格子に対する、ランダムグラフの直径の評価の一般化に関する研究
として、まず、重要なフラクタル格子の一つである pre-Sierpinski carpet を一般化したグラ
フとして、generalized pre-Sierpinski carpet を構成し、その上での長距離浸透モデルの問
題について考えた。当初は、generalized pre-Sierpinski carpet を構成する際に、有限グラ
フの増加列を規則的な方法によって定義していたが、その後、改良を試み、有限グラフの増加
列をある程度の不規則性も許す方法に拡張してあらためて定義し直した。このようにして定義
されたグラフは、pre-Sierpinski carpet を含むいろいろなフラクタル格子だけでなく、狭い
意味でのフラクタル格子に属さない、さまざまな変則的な形のグラフも含めて考えたものとな



っている。そのようなグラフ上において、点同士の距離が大きくなるに従って、ランダムな辺
のできる確率が冪のオーダーで減少していくような長距離浸透モデルを考えた。ランダムな辺
のできる確率が、非常に大きい場合、ある程度大きい場合、小さい場合のそれぞれに対して、
pre-Sierpinski gasket 上での長距離浸透モデルの場合と同様の手法を用いることによって、
ランダムグラフの直径の評価を得た。 
また、上記の研究内容から派生する形で、ツリー上の長距離浸透モデルに対しても、ランダ
ムグラフの直径の大きさについて研究を行った。ここでは、それぞれの頂点から出ている辺の
本数が一定である正則ツリーの場合を考えた。なお、ツリー自体はフラクタル格子とは異なる
ものであるが、定理の証明の際にはフラクタル格子の場合に適用したものとある程度共通する
手法を用いて考えている。ツリー上の長距離浸透モデルの場合には、点同士の距離が大きくな
るに従って、ランダムな辺のできる確率が冪のオーダーで減少していく条件の下では、自明な
結果となる。そこで、点同士の距離が大きくなるに従って、ランダムな辺のできる確率が指数
関数的な速さで減少していくような条件の下で長距離浸透モデルを考えた。点同士のつながり
やすさを与えるパラメーターの値が、小さい場合と大きい場合のそれぞれに対して、ランダム
グラフの直径の評価を得た。パラメーターの値が中間的な領域の場合は、現時点では解決に至
っていない。それ以外に、ゴルトン・ワトソン過程のようなランダムなツリー上において同様
の問題を考えるとどうなるかという課題も考えられ、発展性のある問題といえる。 
 
(2) Pre-Sierpinski gasket に限定した、ランダムグラフの性質の精密化に関する研究として、 
まず、pre-Sierpinski gasket 上の長距離浸透モデルから定まる、ランダムグラフ上のランダ
ムウォークに関する研究を行った。グラフ上の点同士の間にランダムな辺のできる確率がある
程度大きい場合に対して、ランダムウォークの混合時間のオーダーに関する研究成果を論文と
して投稿し、掲載された。エルゴード的なマルコフ連鎖のｎステップ推移確率は長時間経過し
たときに定常分布に収束するが、混合時間は、定常分布にどれぐらい速く近づくかを特徴付け
る重要な量である。現時点では、得られている混合時間の評価はランダムな辺がある程度でき
やすい場合に限られており、ランダムな辺のできる確率が小さい場合における混合時間の評価
を得るまでには至っていない。これは、１次元長距離浸透モデルの場合に関する先行研究
(Benjamini-Berger-Yadin,2008)の証明の中で用いられている、１次元の場合に成立するエルゴ
ード定理がpre-Sierpinski gasketの場合には適用できないことが技術的な障壁となっており、
さらなる工夫が必要と考えられる。 
 また、pre-Sierpinski gasket 上の長距離浸透モデルに対して、ランダムグラフ上のランダ
ムウォークの性質と深く関係する量である、ランダムグラフの等周定数について考察を行った。
グラフ上の点同士の間にランダムな辺のできる確率が、ある程度大きい場合、小さい場合のそ
れぞれに対して、等周定数のオーダーを特定した。なお、ランダムな辺のできる確率が非常に
大きい場合は、頂点の次数が無限大となるためここでは考察の対象に含めていない。ランダム
な辺のできる確率がある程度大きい場合は、上記のランダムウォークの混合時間の結果の簡単
な系であり、ランダムな辺のできる確率が小さい場合は、直接的な計算により等周定数の評価
を行った。１次元長距離浸透モデルの場合には、ある臨界値の前後でランダムウォークの混合
時間のオーダーが不連続に変化することが知られている。Pre-Sierpinski gasket の場合に同
様の性質が見られるかについてはまだ解明に至っていないが、一つの手掛かりとして、等周定
数の性質に関して言えばpre-Sierpinski gasketと１次元の間にある程度の共通点が見られた。
Pre-Sierpinski gasket 以外の場合も含めて、ハウスドルフ次元の値が１と２の間にあるいろ
いろなフラクタル格子を考えた際に、長距離浸透モデルの性質が１次元のときと同様となる場
合と、そうでない場合の境目がどこにあるのかについては今後の課題である。 
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