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研究成果の概要（和文）：本研究では，ユークリッド空間では楕円型偏微分方程式の解に相当する，距離空間上
のMusielak-Orlicz-Newtonian空間におけるDirichlet integralの最小値問題の解の存在について研究を行っ
た．具体的には，Musielak-Orlicz-Newtonian空間を新たに定義し，様々な諸性質について研究を行った．さら
にそれをもとにPoincareの不等式，Obstacle problemの解の存在，そしてDirichlet integralの最小値問題の解
の存在を示した．

研究成果の概要（英文）：In this work, we developed the theories for obstacle problems in the 
framework of Musielak-Orlicz-Sobolev space on a metric measure space.
We defined Musielak-Orlicz-Sobolev space on a metric measure space and proved basic properties of 
such spaces. We proved a Poincare inequality for Musielak-Orlicz Newtonian functions with zero 
boundary values in bounded open subsets. Using the Poincare inequality, we proved the existence and 
uniqueness of a solution to an obstacle problem for a Dirichlet energy integral on a bounded open 
set and proved the existence of superminimizers of Musielak-Orlicz Dirichlet energy integral on 
metric measure spaces.

研究分野： ポテンシャル論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究対象である距離空間上でのMusielak-Orlicz空間は，様々な関数空間などを包括した関数空間であるた
め，本研究で得られた成果は，様々なタイプの楕円型偏微分方程式の解の存在や多様体上の微分幾何学やグラフ
上の解析学などでの幅広い分野で応用されることが期待される．また本研究の成果は，宇宙開発だけではなく，
ブレーキ，クラッチなどの応用デバイス開発，または，次世代フルードパワーシステムとして多くの分野で実用
化・製品化への貢献が期待でき，社会貢献に大きなるものが期待される．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
楕円型偏微分方程式の 1つである p-ラプラス方程式は，古くから日本のみならず，世界中多

くの研究者によって研究される重要な微分方程式の 1つである．しかし近年，宇宙開発分野か

らの要請により，p-ラプラス方程式をより一般化した楕円型偏微分方程式の研究が，下記の理

由から求められるようになってきた．電場を印加することで粘弾性が変化する ER 流体は，高速

制御性や機構の簡易性を活かし，NASA などで宇宙開発の分野への応用が非常に期待されていた． 

しかしその一方，ER流体の高い制御性を得るためには，正確な ER 効果と流れの形態のモデル

化が必要なため，さらなる研究の発展が求められてきた．このような問題に対し，近年， p(x)-

ラプラス方程式が重要な役割を持つことが明らかになった．ここに，この解空間が，変動指数

をもつ関数空間（一般化された Lebesgue 空間，一般化された Sobolev 空間）である．実際ここ

20 年，変動指数をもつ関数空間は上記のような要望から，100 人以上の研究者によって研究が

進められてきた． 

一方，p-ラプラス方程式の解の性質を研究する上で，各種の線形作用素や準線形作用素 

の L^p 空間上(1<p<∞)の有界性が議論されてきたが，次の段階として，p=1 の近くや p=∞の近

くの場合の研究の必要性が求められてきた．このとき，大きな力となったのが Orlicz 空間であ

る．さらに近年では上記のような研究の発展により，3 つの関数空間（変動指数をもつ関数空

間，Orlicz 空間と変動指数をもつ Orlicz 空間）を包括するような関数空間（Musielak-Orlicz

空間）が，少しずつ注目を集めるようになってきた． 

また，2000 年頃から注目を集めているのが距離空間上での Sobolev 空間である．古典的には

Sobolev 空間はユークリッド空間において定義されてきたが，一般の距離空間上での Sobolev

空間（Newtonian 空間，Hajlasz 空間）の研究が，微分幾何学やグラフ上の解析学，Riemann 多

様体上の楕円型偏微分方程式などへの応用を念頭に，学際的かつ国際的に大きな進歩をしてき

た． 

このような学術的背景や研究の発展から，私は上記の関数空間を包括するような関数空間（距

離空間上での Musielak-Orlicz-Sobolev 空間）における楕円型偏微分方程式の研究が今後，関

連研究分野の進展，新しい学問分野の開拓等に大きな学術的波及効果が期待されると考えるよ

うになった． 

 

２．研究の目的 
近年，変動指数をもつ関数空間，Orlicz 空間や変動指数をもつ Orlicz 空間の研究が， 

宇宙開発の分野への応用が非常に期待されている電気粘性流体（ER流体）の研究の更なる発展

に必要であることがわかってきた．よって本研究では，この領域における研究の更なる発展の

ため，上記 3つの関数空間を含む関数空間（Musielak-Orlicz-Newtonian 空間）を定義し， 

n 次元ユークリッド空間では楕円型偏微分方程式の解に相当する，距離空間上の Dirichlet 

integral の最小値問題の解の存在を示すことを目的とした． 

 

３．研究の方法 
Musielak-Orlicz-Newtonian 空間を新たに定義し，今後の研究に必要であろう諸性質につい

て研究を行う．具体的には，Musielak-Orlicz-Newtonian 空間上の容量の性質，下限に達する

弱上微分の存在，Musielak-Orlicz-Newtonian 空間と曲線上絶対連続な関数族との関係や境界

上 0の値をもつ Musielak-Orlicz-Newtonian 空間の性質などについて研究を行う．さらに， 

Musielak-Orlicz-Newtonian 空間における Mazya 型の不等式を示し，それをもとに境界上 0の

値をもつ Musielak-Orlicz-Newtonian 空間における Poincare の不等式について研究を行う．最



後に境界上0の値をもつMusielak-Orlicz-Newtonian空間におけるPoincareの不等式と一般的

な関数空間における Mazur の補題を用いることで，Obstacle problem の解の存在，そして

Dirichlet integral の最小値問題の解の存在について研究を行う． 

 
 
４．研究成果 

 本研究では，ユークリッド空間では楕円型偏微分方程式の解に相当する，距離空間上の

Musielak-Orlicz-Newtonian 空間における Dirichlet integral の最小値問題の解の存在を示し

た．具体的には，Musielak-Orlicz-Newtonian 空間を新たに定義し，Musielak-Orlicz-Newtonian

空間上の容量の性質，下限に達する弱上微分の存在，Musielak-Orlicz-Newtonian 空間と曲線

上絶対連続な関数族との関係や境界上 0の値をもつ Musielak-Orlicz-Newtonian 空間の性質な

どについて研究を行った．さらにそれをもとに Poincare の不等式，Obstacle problem の解の

存在，そして Dirichlet integral の最小値問題の解の存在を示した． 

本研究はその難解さから世界的にみてもほとんど研究が進んでいない Musielak-Orlicz 空間

を研究対象とするところに意義があると思われる．また，本研究対象である Musielak-Orlicz

空間は，Lebesgue 空間や Orlicz 空間，変動指数をもつ関数空間などを包括した関数空間であ

るため，本研究で得られた関数空間の性質や Dirichlet integral の最小値問題の解の存在は，

様々なタイプの楕円型偏微分方程式の解の存在に応用されることが期待される．加えてユーク

リッド空間だけでなく距離空間上での解析を行うため，実解析学だけでなく，多様体上の微分

幾何学やグラフ上の解析学などでの幅広い応用が期待される．さらに，距離空間上での

Musielak-Orlicz-Sobolev 空間における楕円型偏微分方程式の解の存在が示されれば，次には

解の正則性の研究が可能となり，今後注目を集めていくであろう新たな研究分野の新たな大き

な一歩を踏み出すことができるため，本研究は関連研究分野の進展，新しい学問分野の開拓等

に大きな学術的波及効果が期待される．また，正確な ER 効果と流れの形態のモデル化，その解

の性質の研究が進み，宇宙開発だけではなく，ブレーキ，クラッチなどの応用デバイス開発，

または，次世代フルードパワーシステムとして多くの分野で実用化・製品化されることが期待

でき，社会貢献に大きなるものが期待される． 
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