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研究成果の概要（和文）：特殊な構造をもつ非有界な係数をもつ2階楕円型作用素のLp空間における半群の生
成、熱核の構造および作用素のスペクトルを決定した。また、上記の視点を基に消散型波動方程式の重み付きエ
ネルギー評価・拡散現象に対しての結果を得た。さらに，半線形熱方程式・シュレディンガー方程式・消散型波
動方程式に共通する保存量の構造を用いて小さな解の爆発現象を捉えるためのテスト関数法を改良した。尺度臨
界の空間（時間）に依存する摩擦項をもつ半線形波動方程式に対するちいさな解の爆発を証明した。

研究成果の概要（英文）：The generation of analytic semigroups, the structure of heat kernel, and the
 spectrum of second order elliptic operators with unbounded coefficients (with a special structure) 
in Lp-spaces are established. Also, weighted energy estimates and diffusion phenomena for wave 
equations with space-dependent damping term are discussed. Moreover, methods for proving blowup 
phenomena for semilinear heat equations, Schr"odinger equations and damped wave equations are 
refined. The blowup phenomena for semilinear wave equations with scale-invariant space(time) 
dependent damping terms are also found. 

研究分野：偏微分方程式論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非有界な係数をもつ2階楕円型作用素は様々な自然現象を記述する際に用いられる。この研究は、その現象がど
ういうものであるかにかかわらず、記述された方程式の型のみから得られる普遍的な性質を読み解くことに用い
ることができる。この研究によって、特異性をもつ現象で今まで扱いきれていなかった現象を解析できる可能性
が高まったと考えている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
非有界な係数をもつ 2 階楕円型作用素は，主に西ヨーロッパで現在も盛んに研究されている. 
この 2階楕円型作用素は物理学・化学・生物学に現れる数理モデルにおいて拡散・移流・増殖
などによる影響を記述する際に用いられる基本的な偏微分作用素であり，それ自体の作用素論
的な研究は，対応する自然現象を理解する上で重要なテーマの一つである。多くの例が有界な
係数をもつ楕円型作用素で記述されるが，非有界な係数をもつ作用素によって記述される自然
現象も存在する。 
係数が有界な場合の 2階楕円型作用素の理論（半群の生成理論・熱核の構造・最大正則性等）
は非常によく整備されているが，非有界な係数をもつ場合には十分に整備されていないようで
ある。このため，非有界な係数をもつ 2階楕円型作用素に対する理論を整備する必要性がある
と思われる。 
 
２．研究の目的 
 
2階楕円型作用素による L^p空間における半群の生成およびその性質に対して係数の非有界性
がもたらす影響を調べることを主眼にし，これをある程度多角的な視点から整理・整備するこ
とを目的とした.  
 
３．研究の方法 
 
係数が局所的に非有界性（特異性）をもつときに重点を置き，その特異性がもたらす（有界な
係数では現れない）影響を半群の生成理論・熱核の構造の面から考察した。この際に，研究協
力者の Giorgio Metafune氏，Chiara Spina氏と相互に訪問しあうことで議論を深めた。 
 
また，作用素自体の性質を別の視点から観察するために，偏微分方程式の側面からの研究を並
行して行った。この側面からの研究の協力者として，若杉勇太氏，池田正弘氏がおり，特に変
数係数の消散型波動方程式に現れる（非有界な係数をもつ）楕円型作用素の振る舞いについて
考察した。 
 
４．研究成果 
本研究の研究成果は大きく 5つの項目に分けられる。 
 
<1>非有界な係数をもつ 2 階楕円型作用素のいくつかのモデルケース(|x|^αΔなど)に対して
解析的半群の生成・熱核の構造・スペクトル構造を Giorgio Metafune氏，Chiara Spina氏と
の共同研究により解明した（⑤⑨）。この結果は，以前に行った共同研究
Metafune-Okazawa-Sobajima-Spina[MOSS](2016)で得られていた L^p 空間における解析的半群
の生成と作用素の特徴付けを基に，生成された半群に対する熱核の導出・評価を行うことによ
りほぼ最良の評価が得られている. ここで用いた手法は Beurling-Deny の方法，Davies の手法
等既存の方法に基づいてはいるが，係数の特異性により若干の修正を必要とした. この熱核評
価は，係数が特異性をもつ点付近と遠方で大きく熱核の挙動が異なる. 特異性が熱核の構造に
与える影響を捉えることができたと思われる.  
 
<2>非有界な係数をもつ 2 階楕円型作用素で，解析的半群を生成しないものの例としてΔ
+|x|^2(repulsive Hamiltonian)がよく知られているが，その性質がはっきりとわかっているの
は L^2 空間のみであり，L^p 空間でどのような構造が現れるかは自明ではない. この点につい
て，研究協力者の吉井健太郎氏との共同研究により1次元L^p空間における摂動付きrepulsive 
Hamiltonian のスペクトル構造を解析した（⑥）。これにより，L^p 空間において半群を生成し
ない作用素に対する作用素論的な手法を構築するための足掛かりが得られたと思っている。 
 
<3>本研究の視点を用いた変数係数の消散型波動方程式に対する研究として，研究協力者の若杉
勇太氏との共同研究を行った。ここでは，消散型波動方程式 u_tt-Δu+a(x)u_t=0 に対する解の
漸近系に焦点を当てた. Wakasugi[W](2014)の手法を踏襲する形で研究をスタートし，重み付き
エネルギー評価を通して解の漸近系を導いた(⑪). この方程式の解は放物型方程式 a(x)u_t=
Δu の解に漸近するが，この方程式の解析に非有界な係数をもつ 2 階楕円型作用素(1/a(x))Δ
が現れ，この作用素の解析が必須になり，<1>の研究で得られた知見をこの部分に活用した. ま
た，その後の研究によって a(x)の条件をより弱めることに成功した（⑦，⑩）. さらに，重み
付きエネルギー評価自体の構造を再考し，重み関数に多項式的に減衰する放物型方程式の解（パ
ラメータ付き自己相似解）を用いることによって、消散型波動方程式の初期値に関する制限を
大幅に緩和することに成功した(②)。これにより，作用素論的な考察を消散型波動方程式に加
えられたこと，および重み付きエネルギー評価の原理の一端を捉えられたことの 2点がこの研
究の新規性であると考えている。 
 



<4>消散型波動方程式の非線形問題に対してもある一定の成果を得た. 研究協力者の池田正弘
氏と，時間に依存する尺度臨界摩擦項をもつ半線形波動方程式 u_tt-Δu+(a/(1+t))u_t=|u|^p
の爆発問題を扱った. この問題は，本来想定していた非有界な係数をもつ作用素との接点はあ
まり見受けられないが，波動方程式の主要項 u_tt-Δu はミンコフスキー空間上の典型的な 2
階楕円型作用素であるので，長期的に本研究の本流に係ってくると思われる. この共同研究は，
Zhou-Han[ZH](2014)による a=0 の手法が基になっており，波動方程式の自己相似な特殊解が重
要な役割を果たしている. この構造に基づき，我々はより一般的な設定の下に同方程式の特殊
解を構成し，その挙動を調べることによって半線形波動方程式の小さな初期値に対する解の爆
発を証明した(⑧).空間に依存する尺度臨界摩擦項の場合 u_tt-Δu+(a/|x|)u_t=|u|^p にも類
似した特殊解の構造があり，それを用いることで解の爆発を証明した(①)．ここで得られた結
果は，この方程式の小さい初期値に対する爆発の結果として最良であると予想している. 
 
<5>半線形の熱方程式・シュレディンガー方程式・消散型波動方程式に共通する方程式の保存量
を用いた解の爆発の証明法として，Pokhozhaev-Mitidieri[PM](2001)にテスト関数法が導入さ
れている. しかしながら，PM の方法では（非線形項の指数が）臨界の場合の精密な解の評価が
得られないことが分かってきている. 本研究では，パラメータを変数にもつ常微分不等式を導
入することで臨界問題に対しても精密な解の評価を導出できるような枠組みを構築した（③）. 
このコンセプトを基にして 2次元の外部問題で臨界の場合を考察し，今まで知られていなかっ
た臨界問題の小さな初期値に対する解の爆発現象を発見した（④）. 
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