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研究成果の概要（和文）：近年トポロジカル量子状態に注目が集まっている．本研究では，１．蜂の巣格子上の
SU(N)スピンを持つHeisenberg模型における基底状態相図を量子モンテカルロ法で調べた．その結果，蜂の巣格
子の場合磁気秩序相はn > 4Nで消失し，非磁性相が現れることを明らかにした．ただしnはSU(N)スピンのヤング
図表現，(1,n)に対応する．続いて，２．スピン液体の実現が期待されている蜂の巣格子Kitaevスピン液体関連
物質に注目し，数値厳密対角化法を用いて磁気励起や比熱の温度依存性を調べた．拡張Kitaev模型の磁気励起，
比熱温度依存性を明らかにし，関連物質の有効磁気模型の提案を行った．

研究成果の概要（英文）：We have performed quantum Monte Carlo calculations to obtain the ground 
state phase diagram of SU(N)-spin Heisenberg models on a honeycomb lattice. We have found that 
magnetically ordered phase disappears for n > 4N, where n corresponds to the number of bosonic boxes
 in the Young representation for the SU(N) spin. We have also investigated magnetic excitations and 
the temperature dependence of the specific heat in generalized Kitaev models on a honeycomb lattice 
by using the numerical exact diagonalization method. The effective model to explain experimental 
results quantitatively has been proposed from the obtained results. 

研究分野：統計力学，物性基礎論，計算科学

キーワード： トポロジカル状態　量子スピン　量子モンテカルロ法　キタエフスピン液体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
蜂の巣格子をもつ模型で現れるトポロジカル量子状態の特徴を数値計算によって調べた．１つ目は，先行研究で
２次元ハルデーン状態が現れると期待される理論模型を調べ，予想された磁気秩序相と非磁気秩序相の境界が確
かに存在することを明らかにした．２つ目は厳密にトポロジカル量子状態の一つ，スピン液体が現れる模型の候
補物質に注目し，実験を通してスピン液体の特徴を如何に見出すかの提案を行った．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 近年、物質合成・微細加工技術の急速な発展により，電子の電荷自由度に加えてスピンや軌道
の自由度を制御することで新機能性材料を開発する試みが精力的に行われている．その中で電
子スピンと軌道自由度に起因した興味深い現象の一つ，トポロジカル絶縁体・超伝導体など，従来
の局所秩序変数とは異なる物理量で特徴づけられる新奇量子秩序状態の探索が精力的に研究さ
れている。これらの量子秩序状態では、バルクの波動関数が持つ幾何学的性質を反映して，系の
表面・端に特異なギャップレス状態が現れる．これまでトポロジカル状態に対する研究は、電子間
相互作用の無い自由電子系を中心とした議論であったが、近年、電子間相互作用が強く働く強相
関系での研究が盛んになっている． 

強相関系の一つ，量子スピン系ではトポロジカル絶縁体とよく似た性質を持つ状態が存在する
ことが古くから知られていた． S=1 反強磁性 Heisenberg スピン鎖の基底状態に現れるハルデーン
状態である．この２次元版のハルデーン状態が現れると考えられている模型に一般化されたスピン
SU(N)を持つ２次元 Heisenberg 模型がある．実際に２次元版のハルデーン状態が現れるか未解明
の問題として残されている． 

同じく基底状態でトポロジカル状態が現れる模型として Kitaev 模型がある．これは 2004 年に A. 
Kitaev によって提案された模型で，基底状態にスピン液体が現れることが厳密に示されている．当
初，実現の困難な玩具模型であると見なされていたが，最近になって，Na2IrO3 や RuCl3 といったモ
デル物質が見つかっている．これらの物質に対する精力的な実験が進むようになったが，スピン液
体を特徴づける準粒子を実験で如何に捉えるか，モデル物質の有効模型が本当に Kitaev 模型に
近いか，が問題となっていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
[1]蜂の巣格子，正方格子上 SU(N)スピンを持つ一般化 Heisenberg 模型の基底状態 

蜂の巣格子，正方格子上 SU(N)スピン Heisenberg 模型の基底状態に注目した．SU(N)スピンは一
般的なスピンである SU(2)を一般化したもので，ヤング図を用いてその反対称な箱の数 m と対称な
箱の数 n で特徴づけられる．この一般化 SU(N)スピンを持つ Heisenberg 模型の基底状態は，
(m,n)=(1,n) の場合に対する 1/N 展開から議論されている[N. Read and S. Sachdev, Nucl. Phys. 
B316, 609 (1989). N. Read and S. Sachdev, Phys. Rev. B 42, 4568 (1990).]．それによると格子点あ
たりの隣接スピン数（coordination number）を Z とすると、N が小さいところではネール秩序，N が大
きいところで n の値に応じて非磁性相が現れる．すなわち、(1) n≠0 (mod Z)のとき，格子の持つ回
転対称性を破った VBS 状態が現れ，(2) n=0 (mod Z) のとき，格子の対称性を破らない VBS 状態
が現れ，それは２次元ハルデーン状態に対応するトポロジカル状態と考えられている．これまで正
方格子の場合だと， n=1 のときに格子の 90°回転対称性を破った columnar VBS 状態，n=2 のと
きに Nematic VBS 状態と呼ばれる格子の 180°回転対称性を破った秩序状態が，N が十分大きい
ところで現れることが量子モンテカルロ計算から確認されている[N. Kawashima and Y. Tanabe, Phys. 
Rev. Lett. 98, 057202 (2007)，T. Okubo, et al., Phys. Rev. B 92, 134404 (2015).]． (1)や(2)で分
類される非磁性相の現れる条件は格子の形状や(m, n)の組み合わせによらないと考えられている
が，正方格子を除くと系統的には調べられていない．本研究では，蜂の巣格子，正方格子上の
SU(N) Heisenberg 模型の基底状態を量子モンテカルロ法で調べることを目的とした．  
 
[2] Kitaev スピン液体関連物質におけるマヨラナ粒子探索 
Kitaev によって提案された Kitaev 模型の基底状態はスピン液体であることが厳密に示

されている．この Kitaev 模型を有効模型に持つ物質として，蜂の巣格子磁性体，RuCl3 や
Na2IrO3が見つかっている．両磁性体では Ru イオン，Ir イオンが磁性を担い，強いスピン軌
道相互作用と結晶場を反映して合成磁気モーメント Jeff = 1/2 の自由度が現れる．さらに，
磁気モーメント間に働く相互作用が RuCl6 や IrO6 八面体の辺共有構造を介するために， 
Kitaev 相互作用と呼ばれるスピンを繋ぐボンドの方向に依存した Ising 型異方的相互作用
が現れる．実際の物質では，Kitaev 相互作用以外の相互作用，すなわち Heisenberg 相互作
用や対称非対角相互作用といったものが存在するため，それらを含む拡張 Kitaev 模型と呼
ばれる模型で両物質の磁性が記述されると考えられている．興味深いことに，RuCl3に対す
る実験では，Kitaev スピン液体由来と思われる特徴的な振る舞いが数多く報告されている．
例えば，比熱の温度依存性に Kitaev スピン液体を裏付けるマヨラナ粒子生成に伴うダブル
ピーク構造[Y. Kubota, et al., Phys. Rev. B 91, 094422 (2015).]や非弾性中性子散乱
実験でマヨラナ励起連続帯由来と思われるブロードピークが磁気転移温度はるか高温でも
現れる[S. –H. Do, Nat. Phys. 13, 1079(2017)]ことが報告されている．両物質において
Kitaev 相互作用以外の相互作用がどの程度含まれるか，すなわち有効模型が何か，につい
て第一原理計算などが行われ，数多くの模型が提案されている．しかし，実験結果を定量的
に説明するには至っていない．そこで本研究では，拡張 Kitaev 模型に対する磁気励起や比
熱の温度依存性を調べ，RuCl3の実験結果を説明できる有効磁気模型の提案を目的とした．
また Kitaev 相互作用以外の相互作用が存在する場合に，スピン液体につながるマヨラナ粒



子の影響が如何に磁気励起や比熱の温度依存性に現れるかを明らかにすることを目的とし
た． 
 
 
３．研究の方法 
 
[1]蜂の巣格子，正方格子上 SU(N)スピンを持つ一般化Heisenberg 模型の基底状態 

本研究では、まず小さな nで２次元ハルデーン状態が期待される蜂の巣格子 SU(N)スピン反強
磁性 Heisenberg 模型に注目した．負符号問題が生じない(1,n)の SU(N)スピンを扱い， N と n
を代えた場合に現れる基底状態を量子モンテカルロ計算で調べた． 
 
[2] Kitaev スピン液体関連物質におけるマヨラナ粒子探索 
 本研究では蜂の巣格子拡張 Kitaev 模型の基底状態や励起状態について数値厳密対角化法を用
いて計算した．絶対零度や有限温度下における動的構造因子やテラヘルツ分光の磁場依存性，比
熱の温度依存性に注目した． 
 
 
４．研究成果 
[1]蜂の巣格子，正方格子上 SU(N)スピンを持つ一般化Heisenberg 模型の基底状態 

研究が先行している正方格子の場合[N. Read and S. Sachdev, Nucl. Phys. B316, 609 (1989), 
N. Read and S. Sachdev, Phys. Rev. B 42, 4568 (1990), N. Kawashima and Y. Tanabe, Phys. 
Rev. Lett. 98, 057202 (2007), T. Okubo, et al., Phys. Rev. B 92, 134404 (2015).]，Nが
小さいところで磁気秩序が現れ， N を大きくすると磁気秩序が消失し，n=1,3 で VBS，n=2 で
Nematic VBS，n=4 で Haldane 状態が現れる．磁気秩序が消失する Nと nの関係は，n ~ 5.3N で
あることが明らかにされている．一方，蜂の巣格子では最近接スピン数の違いを反映して，n=1,2
で VBS 状態，n=3 で Haldane 状態が予想され，磁気秩序消失が予想される N の値も正方格子よ
りも小さいことが期待された．そのため，まず始めに蜂の巣格子 SU(N)Heisenberg 模型の基底状
態を Nを変えて調べた．その結果，n=1 の場合 N > 4，n=2 の場合 N > 8 で磁気秩序が消失する
ことが明らかとなった．すなわち磁気秩序とVBS 相との相境界が n ~ 4N で現されることがわか
った．このことは蜂の巣格子では正方格子の場合に比べて小さな N で磁気秩序が消失すること
を意味する．数値計算上，nや Nが大きくなると高い計算精度を出すことが困難になるため，有
利な条件で２次元 Haldane を実現できることを示唆した．蜂の巣格子 n=3 の場合に磁気秩序消
失がどの N で起こるか調べたところ，N が 11 までは，非常に弱い磁気秩序が残ると期待される
ことがわかった．しかし，N > 12 以上で現れる状態については，秩序が非常に弱く，数値計算
アルゴリズムの改善や計算精度を高めた計算が必要であることがわかった．このことから正方
格子で n=4 で期待される秩序相の検出が極めて困難であることが予想される． 
 

 
[2] Kitaev スピン液体関連物質におけるマヨラナ粒子探索 
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本研究では，蜂の巣格子磁性体
RuCl3に注目した．本物質の有効模
型は図１，２に示す蜂の巣格子拡
張 Kitaev 模型で記述されると考
えられている．第一原理計算の結
果を基に提案された４つの有効模
型[H. S. Kim and H. Y. Kee, 
Phys. Rev. B 93, 155143 (2016),  
S. M. Winter, et al., Phys. Rev. 
B 93, 214431 (2016), R. Yadav, 

et al., Sci. Rep. 6, 37925 (2016), 
S. M. Winter, et al., Nat. Comm. 8, 
1152 (2017).]に注目し，それらの模型
の動的性質，比熱，静的構造因子の温度
依存性を数値対角化法で計算した．得ら
れた計算結果と実験結果との比較を行
った．その結果，提案された４つの模型
では比熱測定実験の結果や非弾性中性
子散乱実験の結果を説明できないこと
を示した．そこで，比熱の温度依存性と
零磁場での磁気励起に対する実験結果

を定性的，定量的に説明する有効模型を提案した．さらに提案した有効模型は，実磁場中の
テラヘルツスペクトルについても定性的に説明できることを示した．  
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compares them with the INS measurements on α-RuCl3. In152

addition, we calculate the temperature dependence of the NN153

spin-spin correlation function and the SSF and find that with154

models 1, 3, and 4, the NN spin correlation and the long-range155

spin correlation increase separately, which is a characteristic156

of the proximity of the KSL phase [5]. The temperature157

dependence of the heat capacity is also shown to investigate158

whether the two-peak structure is present. We compare these159

calculations with the experimental results and find that for each160

effective models 1–4, Th is too low. Section IV proposes an161

empirical effective model that explains both the INS and the162

C(T ) experiments, and we use this model to calculate the field163

dependence of the polarized terahertz (THz) spectra. We find164

that the calculated spectra are consistent with experiments [35].165

Finally, we discuss and summarize the results in Sec. V.166

II. MODEL AND METHOD167

The Hamiltonian of the S = 1/2 generalized Kitaev–168

Heisenberg model on a honeycomb lattice is given by169

HKH =
∑

p

∑

Bp

∑

(ij )∈Bp

∑

µ,ν=x,y,z

S
µ
i Ĵ µν

Bp
Sν

j , (1)

where Ĵ µν
Bp

represents a 3 × 3 matrix expressing the exchange170

coupling between the pth neighboring i and j sites in the bond171

Bp. For instance, the matrix elements of the NN pairs on a Z172

bond [see Fig. 1(a)] are173

Ĵ µν
Z1

=

⎛

⎜⎝
J z

1st #1st
z #′

1st
z

#1st
z J1st

z #′
1st

z

#′
1st

z #′
1st

z J1st
z + K1st

z

⎞

⎟⎠, (2)

where J
µ
p and K

µ
p denote the coupling constants of the Heisen-174

berg and Kitaev interactions, respectively. The off-diagonal175

elements #
µ
p and #′

p
µ originate from the symmetry breaking176

of the crystal structure due to lattice distortions. In this paper,177

we focus on four effective models for α-RuCl3. Three of178

these models (models 1–3) are solved by ab initio calculations179

[19–21], and the interactions in the fourth model are guided180

by ab initio calculations [22]. Table I summarizes the details181

of the coupling constants for the interactions.182

For models 1–4, we calculate the DSF, which is defined as183

Sµν( Q,ω; T ) ≡ − 1
Z(T )

∑

n,m

lim
ϵ→+0

1
π

Im

×
⟨φn|Ŝµ†

Q |φm⟩⟨φm|Ŝν

Q |φn⟩

ω + En + iϵ − Em

e− (Em− En)/kBT ,

µ,ν = x,y,z, (3)

where Z(T ) is a partition function, φn denotes an eigenstate of184

HKH with eigenvalue En, and Ŝν

Q =N − 1 ∑
r Sν exp(− i Q ·r),185

with N being the number of sites. Because we need all186

eigenstates and eigenvalues to calculate the DFS at finite187

temperature, the system size is limited to a small cluster.188

In this study, we calculate the DSF at finite temperatures189

for the cluster with N = 12 sites shown in Fig. 1(b). At190

T = 0, the expression (3) reduces to Sµν( Q,ω; T = 0) ≡191

− π − 1 limϵ→+0 Im⟨φ0|[Ŝµ†
Q Ŝν

Q/(ω + E0 + iϵ − HKH)]|φ0⟩,192

where φ0 is the ground state of HKH with energy E0. 193

The quantities φ0 and E0 are calculated by using the 194

Lanczos method, and then Sµν( Q,ω; T = 0) is obtained 195

by a continued-fraction expansion [36]. We calculate the 196

DSF at T = 0 for the cluster with N = 24 sites shown 197

in Fig. 1(c) and evaluate the sum of the diagonal elements, 198

S( Q,ω; T ) ≡
∑

µ=x,y,z Sµµ( Q,ω; T ). The scattering intensity 199

I( Q,ω; T ) observed in the INS experiments [9,14] is 200

connected with the DSFs via the form factor f ( Q)2, namely, 201

I( Q,ω; T ) ∝ f (Q)2 ∑
µν(1 − QµQν/ Q2)Sµν( Q,ω; T ). In 202

the present calculation, we evaluate the form factor f ( Q)2 for 203

Ru3+ from Table 2 in Ref. [37]. 204

To discuss the thermal properties of models 1–4, we calcu- 205

late the temperature dependence of the heat capacity C(T ), the 206

longitudinal component Rz(T ) of the NN spin-spin correlation 207

function on the Z bond, and the SSF S
x/z
Q (T ) by using thermal 208

pure quantum states [29,30] for the cluster with N = 24 sites. 209

Rz(T ) and S
x/z
Q (T ) are defined as 210

Rz(T ) =
∑

(ij )∈Z-bond

〈
Sz

i S
z
j

〉

= 1
NbZ(T )

Tr

⎡

⎣
∑

(ij )∈Z-bond

Sz
i S

z
j e

− H/kBT

⎤

⎦ (4)

and 211

S
µ
Q(T ) =

〈
Ŝ

µ
Q

〉
, (5)

where ⟨· · · ⟩ denotes the thermal average, Nb is the number of 212

the Z bond, and the sum in Rz(T ) is taken over pair sites in 213

all Z bonds. Because the symmetries of models 1–4 guarantee 214

Sx
Q(T ) = S

y
Q(T ), we calculate Sx

Q(T ) and Sz
Q(T ). Rz(T ) is a 215

good indicator of the growth of the NN spin correlation because 216

the strongest interaction in models 1–4 is the Kitaev coupling 217

through the Z bond. 218

III. NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSIONS 219

A. Static and dynamical spin structure factors at T = 0 220

To confirm the ground states of models 1–4, we show the 221

SSFs Sx
Q(T = 0) and Sz

Q(T = 0) in Fig. 2. In the four sublattice 222

magnetic order, the peaks at the #, Y , #′, and X points in the 223

SSFs characterize the ferromagnetic, zigzag, Néel and stripy 224

order, respectively. In models 1–4, the largest intensity appears 225

at the Y or M point. The intensity of Sx
Q(T = 0) at the Y point 226

is almost identical to or slightly larger than that of Sz
Q(T = 0) 227

at the M point. Therefore the ground states of models 1–4 are 228

in the zigzag-ordered phase, in agreement with experiment. 229

In Fig. 3, we show the DSFs at T = 0, where the intensity 230

is expressed by the area of the circle on a logarithmic scale, 231

log S( Q,ω; T = 0). The solid curves are dispersion curves 232

calculated based on linearized spin-wave theory (LSWT). In 233

models 1–4, the largest intensities appear at the Y/M points 234

and at ω ≈ 1.8, ≈2.6, ≈0.5, and ≈0.8 meV, respectively. 235

These large intensities stem from the magnetic zigzag order 236

in agreement with the experiments [9,12,14]. 237

The LSWT results for model 1 fail to explain the DSF. 238

To calculate the spin-wave dispersion, we assume the low- 239

est energy state in the collinear zigzag configurations. This 240
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compares them with the INS measurements on α-RuCl3. In152
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models 1, 3, and 4, the NN spin correlation and the long-range155
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Finally, we discuss and summarize the results in Sec. V.166
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∑
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µ,ν=x,y,z

S
µ
i Ĵ µν

Bp
Sν

j , (1)
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Bp
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Ĵ µν
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J z

1st #1st
z #′

1st
z

#1st
z J1st

z #′
1st

z

#′
1st

z #′
1st

z J1st
z + K1st

z

⎞

⎟⎠, (2)
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Q |φm⟩⟨φm|Ŝν
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