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研究成果の概要（和文）：　粒子の流出入効果を取り入れた量子ウォークの対称性を調べ、固有エネルギーが実
数となることを保証するパリティ・時間反転対称性(PT対称性)を有する非ユニタリ－時間発展演算子の定義を与
えた。さらにそのフロッケ・トポロジカル相を調べ、エッジ状態のみがＰＴ対称性を破り、エッジ状態の振幅成
分のみが時間と共に指数関数的に増幅するとの理論結果を得た。さらに、もつれ合った光子を用いた量子光学系
においてＰＴ対称な量子ウォークを構築し、理論予測の検証実験を行ったところ、理論結果とよく一致する結果
を得た。この結果は、開放量子系においてもPT対称性を有する非エルミートなハミルトニアンによる記述が正し
いことを保証する。

研究成果の概要（英文）： We investigate symmetry of a quantum walk with effects of gain and loss. We
 identify an explicit definition of non-unitary time-evolution operator with PT symmetry, which is 
important to retain reality of eigen energy. We also study edge states of this model, and find that 
the probability originating from only edge states grows exponentially with time. We, further, verify
 the above results experimentally by the quantum walk implemented by optical devices with entangled 
photons. We confirm that the experimental result agrees with the theoretical prediction. This result
 provides the strong evidence that open quantum systems can be correctly described by non-Hermitian 
Hamiltonians with PT symmetry.

研究分野： 理論物理

キーワード： フロッケ・トポロジカル相　対称性　アンダーソン転移　非エルミート系　PT対称性

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　開放系がPT対称性を有する非エルミートなハミルトニアンにより正しく記述されることは、古典光学系におい
て実証されていたが、量子系も同様であるかは正確な実験系の構築が困難であるため、未解決問題となってい
た。本研究により、量子ウォークに対しPT対称性を有する時間発展演算子を明らかにし、さらにそのフロッケ・
トポロジカル相を理論的に調べ、実証実験を行うことにより、この問題の解決につながった。この研究成果を一
因とし、ここ数年で開放量子系における非エルミート・ハミルトニアンによるアプローチの重要性が広く認知さ
れるようになり、現在、非エルミート系に関する研究が世界中で盛んに行われるようになった。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
トポロジカル絶縁体とは、系の内部は絶縁体であるが、表面近傍には不純物散乱の影響

を受けない金属的な状態を持つ新奇な電子状態を有する物質群である。この新物質につい
ての基礎的な理解や、特殊な表面状態を応用した新デバイス開発を目指したトポロジカル
絶縁体に関する実験・理論研究は、物性物理学において現在盛んに行われている研究分野
の一つである。トポロジカル絶縁体の基礎理論は数学と密接な関わりがあることを反映し、
トポロジカル絶縁体となるためには、様々な対称性(時間反転対称性、粒子-ホール対称性、
カイラル対称性など)の有無を制御した上で、非自明なトポロジカル相となる物質パラメー
タが必要となる。非自明なトポロジカル相には有限のトポロジカル数が定義でき、トポロ
ジカル数と表面状態の数が一致するバルク-エッジ対応が成立する。物質パラメータとして
は、通常、強いスピン・軌道相互作用や内部磁化が必要とされるため、自然界でトポロジ
カル絶縁体となる物質は限られている。そこで、時間的に周期変動する外場を印加するこ
とにより、非自明なトポロジカル相を誘起することが可能なフロッケ・トポロジカル相に
注目が集まっている。 
従来のトポロジカル絶縁体の理論は、ハミルトニアンを基礎とし、ハミルトニアンに対

する対称性の条件や、ハミルトニアンに対するトポロジカル数の計算法が研究されてきた。
しかし、時間に依存する外場により誘起されるフロッケ・トポロジカル相に対しては、時
間変動外場の一周期分の時間発展演算子に対する対称性やトポロジカル数を明らかにする
必要がある。すなわち、ある瞬間におけるハミルトニアンの対称性やトポロジカル数を用
いても、フロッケ・トポロジカル相を正しく理解することはできない。外場の周期が の
時間発展演算子 ( )と時間に依存するハミルトニアン ( )は、 ( )=T exp -i∫ ( )  
( は時間順序積を表す)という関係がある。物性理論では、外場が時間に依存する場合に
おいても、ハミルトニアンを出発点として議論を行うことが一般的であるが、フロッケ・
トポロジカル相において対称性の議論やトポロジカル数の計算を行う際に、ハミルトニア
ンを基にして時間発展演算子を導出するためには、右辺の指数関数を時間順序積に従って
展開する必要がある。そのためには、近似的な指数展開法や数値的手法を用いる必要があ
るが、その時間発展演算子は長距離のホッピング項を含むため、厳密な理論的取り扱いが
困難となる。結果として、フロッケ・トポロジカル相の対称性やトポロジカル数に関する
系統的・普遍的理解には至っていない。 

 
２．研究の目的 
 
上記の問題に対して、ハミルトニアンを明示的に導入すること無く、時間発展演算子を

直接定義する離散時間量子ウォーク（以降、量子ウォークと表記する。詳細は後述。）と呼
ばれるモデルは、時間発展演算子を局所的に扱うことができるため、極めて有効である。
量子ウォークは、1990 年代に量子情報・量子計算を行う理論モデルとして提唱され、2000
年以降は、トラップ・イオン、光学系、冷却原子などを用いた多数の実験が行われている。
量子ウォークにおけるトポロジカル相の研究は、2010 年以降盛んに研究され、特に 1次元
量子ウォークの表面状態の実空間観測が実験により行われていることは特筆すべきことで
ある。 研究代表者は、1次元量子ウォークの研究を通じ、フロッケ・トポロジカル相特有
の性質について明らかにしてきた。特に、時間発展演算子が時間反転対称性やカイラル対
称性を有するためには、異なる時刻における時間発展演算子同士が特定の関係を満たす必
要があることを示した。これは時間に依存しないハミルトニアンの対称性に対する議論と
は全く異なる。また時間に依存しないハミルトニアンの場合、カイラル対称性を有する１
次元系のトポロジカル数は winding 数で与えられることが知られているが、フロッケ・ト
ポロジカル相に対しては、エネルギーが周期性を持つことを反映した新しいトポロジカル
数が必要となることも明らかとなった。しかし、2 次元空間以上となると、量子ウォーク
を含めフロッケ・トポロジカル相の対称性の制御や、適切なトポロジカル数について、系
統的な理解には至っていない。 
そこで本研究では、時間発展演算子を直接定義する量子ウォークを基盤モデルとして用

いることにより、フロッケ・トポロジカル相における対称性の制御や非自明なトポロジカ
ル相を特徴づけるトポロジカル数についての系統的な研究を行い、従来の時間に依存しな
いハミルトニアンでは現れないフロッケ・トポロジカル絶縁体特有の現象を明らかにする
ことを目的とする。この目的のために、量子ウォークの実験は、光学系が多いことを踏ま
え、光振幅の増幅と減衰の効果を取り入れた PT 対称性を有する非ユニタリーな量子ウォー
クにおけるフロッケ・トポロジカル相についての研究を行う。さらに、2 次元系の量子ウ
ォークのフロッケ・トポロジカル相についての研究を行う。 
 
 



３．研究の方法 
 
まずは、本研究で用いる量子ウォークについて説明する。量子ウォークは、コイン演算子

とシフト演算子 という 2 種類の演算子の積の組み合わせ
により定義される時間発展演算子 を用いて、量子力学的
な時間発展現象を記述する。具体例として、アップスピン
とダウンスピンの 2内部自由度を持つ１次元量子ウォーク
を考えると、図 1 に示すように、コイン演算子 は粒子の
内部自由度を変化させ、シフト演算子 は粒子の内部自由
度に応じて位置を変化させる。コイン演算子 とシフト演
算子 は、それぞれユニタリー行列により定式化され、最
も単純な時間発展演算子は =  となる。このように、
量子ウォークでは、時間発展演算子を定義する際に、ハミ
ルトニアンを導入する必要がないことが大きな特徴である。
時刻 における量子状態は、時間発展演算子 を初期状態に
回作用させ、| ( )⟩ =  | (0)⟩と記述されるため、時間
発展演算子 を時間的に周期変動する場のある系の一周期
時間発展演算子と解釈することができる。この対応関係により、量子ウォークのフロッケ・
トポロジカル相を調べることが可能になる。 
 

(1)PT 対称な非ユニタリー量子ウォークにおけるトポロジカル相 
量子ウォークでは光学系を用いた実験系が多く採用されているが、このような系では、

光が外界にもれることによる光強度の減衰が問題となる。一方で、ゲイン物質を用いるこ
とにより光強度を増幅することも可能であり、電子系にはない系の特徴と考えることがで
きる。増幅・減衰がある系では粒子数が保存しないため、対応するハミルトニアンは非エ
ルミートとなり、一般にエネルギー固有値は複素数となる。しかし 1998 年、非エルミート
系であっても、Parity(空間反転)対称性と時間反転対称性を組み合わせた PT対称性がある
場合、エネルギー固有値が実数となることが示された[Bender and Boettcher, PRL 80, 5243 
(1998)]。この PT 対称性を有する非エルミート系には、通常のエルミート系とは異なる特
異な物理現象が起こることが明らかとなり、基礎理論・応用の両面から近年注目を浴びて
いる。この観点から PT 対称性を有する(時間に依存しない非エルミートなハミルトニアン
に対する)トポロジカル相についての研究が行われているが、増幅・減衰効果の制御が困難
であるため、電子系における実験は現在のところ行うことができない。一方、量子ウォー
クでは増幅・減衰の効果を取り入れた実験が可能であるため、PT対称性を有する非ユニタ
リー量子ウォークのフロッケ・トポロジカル相についての研究を行う。以下に具体的な研
究手順を示す。 
 

① 増幅・減衰効果を取り入れた非ユニタリー時間発展演算子に対する PT 対称性の定義
を明らかにする。この目的ために、量子ウォークのフロッケ・トポロジカル相の研究
で確立した時間発展演算子の対称性の定義方法を利用する。 

② PT 対称な１次元量子ウォークの対称性を明らかにした上で、この系のフロッケ・トポ
ロジカル相について調べる。さらに、バルク-エッジ対応が成立するか否かについて数
値計算を用いて明らかにする。また、PT 対称な量子ウォークにおけるフロッケ・トポ
ロジカル相を実験で調べるための実験系の提案を行う。 

 

(2)2 次元空間の量子ウォークにおける対称性とトポロジカル相 
これまでの申請者の 1次元量子ウォークの研究により、時間発展演算子が時間反転対称

性やカイラル対称性を有するためには、異なる時刻における時間発展演算子同士が特定の
関係を満たす必要があることが分かった。またカイラル対称性を有する系のフロッケ・ト
ポロジカル相に対しては、エネルギーの周期性を反映したトポロジカル数が必要となるこ
とも明らかとなった。これらの結果が、2 次元のフロッケ・トポロジカル相に関しても、
有効であるのかは分かっていない。そこで、本研究では、2 次元空間における量子ウォー
クのフロッケ・トポロジカル相についての研究を行う。以下に具体的な研究手順を示す。 
 
① 実在する実験を念頭に、内部自由度が 2の 2次元量子ウォークを構築し、以前の研究

で明らかになった対称性の関係式を用いて、2次元系量子ウォークにおける時間反転対
称性、粒子-ホール対称性、カイラル対称性などの対称性の有無、さらには実験的に可
能な対称性の制御方法について議論する。さらに，時間反転対称性が破れた 2 次元量
子ウォークに対し、トポロジカル数を解析的に計算する。さらに、数値計算結果と比
較し、バルク-エッジ対応が満たされているか確認する。 

② 実験検証を念頭に、この 2 次元量子ウォークにおいてエッジ状態が現れるある一点に
局在した波束の時間発展を数値的、解析的に調べる． 

図 1. コイン演算子とシフト

演算子の概念図。 



４．研究成果 

(1)PT 対称な非ユニタリー量子ウォークにおけるトポロジカル相 

①非ユニタリー時間発展演算子に対する PT対称性の定義 
非ユニタリー時間発展演算子を記述するため、コイン演算子とシフト演算子に加え、新

たに非ユニタリーな状態変化に対応する増幅-減衰演算子 を導入した。この演算子は、内
部自由度の一つを g倍し、もう一つを 1/g 倍する。これらの演算子を用いた非ユニタリー
な時間発展演算子の対称性を検証することにより、PT 対称な非ユニタリー時間発展演算子
となるための条件を調べた。その結果、非ユニタリーな時間発展演算子 = が
PT 対称性を有することを明らかにした。さらに、コイン演算子や増幅-減衰演算子のパラ
メータが空間変化する場合、PT対称性を満たすためのパラメーターの位置依存性も明らか
にした。さらに、PT対称性を一般化した擬エルミート性を有するための条件も明らかにし
た。 
②PT対称性な非ユニタリー量子ウォークのフロッケ・トポロジカル相 

①で定義した PT 対称性を有する量子ウォークのトポ
ロジカル相を調べた。解析の結果、①のモデルは、PT対
称性以外にも、粒子―ホール対称性とパリティ-カイラル
対称性を有することが分かった。そこで、ユニタリーな
場合にカイラル対称性を有する時間発展演算子に対して
トポロジカル数を計算する以前の手法を拡張し，PT対称
な１次元非ユニタリー量子ウォークのトポロジカル数を
解析的に計算した。その結果を図 2 に示す。この結果に
従って、トポロジカル数が空間的に変化する系において
エッジ状態の存在を数値的に確かめたところ、バルクー
エッジ対応が成立することが明らかとなった。しかしな
がら、エッジ状態のみが PT 対称性を破るために、エッジ
状態の(擬)固有エネルギーは複素数となる。このことを
反映し、本 PT対称な非ユニタリー量子ウォークの時間発
展を考えると、エッジ状態のみの振幅成分が指数関数的
に増幅することが明らかとなった。 
③検証実験 

上記理論研究で導入した増幅-減衰演算子は、特定の実験系で実現することが可能である。
さらに、増幅を行わず減衰のみの場合でも本質的な理論結果は変わらず、さらにもつれ合った
光子を用いた量子光学系における実験も可能である。このことから、中国南京大学の P. Xue
教授の実験グループと国際共同研究を行い、実証実験を行った。その結果、理論結果と同様に、
フロッケ・トポロジカル相により誘起されたエッジ状態のみが PT 対称性を破ることを示す実験
結果を得た。これは、開放
量子系も PT 対称性を用い
た非エルミートな量子力
学により記述できること
を保証する極めて重要な
結果である。この結果をま
とめた論文は、その重要性

が評価され、 Nature 
Physics 誌に掲載され
た。この検証実験は、当
初想定していた以上の成果である。 
この結果は、下記の通り所属大学を通じプレスリリース

発表を行った： 
粒子が出入りする状況下における特殊な量子状態に関す
る理論を構築し，実験で裏付け 
(https://www.hokudai.ac.jp/news/20170825_ko.pdf) 
 

さらに、発展研究として、高いトポロジカル数を有する
1次元量子ウォーク。高いトポロジカル数を持つ 1次元量子
ウォークは,3 ステップ量子ウォークを用いることにより実
現できる事を示し、さらに PT 対称性を有する条件を明らか
にした。高いトポロジカル数を有するフロッケトポロジカ
ル相を反映し、この系ではゼロ及びパイエネルギーに,それ
ぞれ, 最大 3 重縮退したエッジ状態が現れることが分かっ
た。さらに、実験で得られる光子の存在確率からエッジ状
態の縮退度を判別する手法を明らかにした。 

図 2. PT 対称な非ユニタリー量子
ウォークのトポロジカル数のパ
ラメーター依存性。 

図3. もつれ合った光子を用いた量子光学系におけるPT対称な非ユニ
タリー量子ウォークの実験系。 

図 4.量子光学系により実装した PT
対称な非ユニタリー量子ウォーク
におけるエッジ状態の観測結果。 



(2)2 次元空間の量子ウォークにおける対称性とトポロジカル相 
①2次元量子ウォークの対称性とトポロジカル相 
 内部自由度が 2 の 2 次元 2自由度量子ウォークの時間発展演算子の対称性を調べたとこ
ろ、この系では時間反転対称性が破れているため，パラメーターにより，class A または
class D に分類されることがわかった。さらに，ある一方向に対しフーリエ変換を行い、
有効的な１次元モデルに変換すると、あるパラメーター領域においてはカイラル対称性を
有することが明らかとなった。このことを踏まえトポロジカル数を計算し、さらにエッジ
状態を数値的に調べたところ、バルクエッジ対応が成立することが明らかとなった。 
②2次元エッジ状態上の波束の時間発展 
エッジ状態を反映した波動関数の時間発展を数値的、解析的に調べた。その結果、分散

関係より期待される群速度最大のモードの寄与が最も大きくなることなどが解析的に確認
された。 
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