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研究成果の概要（和文）：本研究課題ではまず，既存の可積分系を一般化した方程式を用いて，行列の固有値を
精度良く計算する新しいアルゴリズムを開発した。さらに，既知の方程式とアルゴリズムに対して超離散化と呼
ばれる極限操作を行うと，min-plus代数と呼ばれる通常の線形代数のものとは異なる固有値を計算できることが
明らかとなった。Min-plus代数上の固有値は重み付き有向グラフにおける最小平均閉路重みに対応しており，グ
ラフ上の最短経路問題の解法としての応用が期待される。

研究成果の概要（英文）：In this project, we first developed a new algorithm to compute eigenvalues 
of matrices with high accuracy, using equations that generalize existing integrable systems. 
Furthermore, we clarified that the limit procedure, called ultradiscretization, can be applied to 
compute eigenvalues on min-plus algebra, which is different from those of ordinary linear algebra. 
The eigenvalues on the min-plus algebra correspond to the minimum average weights of circuits in 
weighted directed graphs, and it is expected  that it is applied for the shortest path problem on 
graphs.

研究分野： 応用可積分系，応用数学，数値計算

キーワード： 離散可積分系　超離散可積分系　超離散化　固有値　min-plus代数　箱玉系　保存量　totally nonnega
tive行列

  １版

平成

研究成果の学術的意義や社会的意義
行列の固有値問題は振動解析や情報検索，主成分分析，各種コンピュータシミュレーションなど実用上様々な応
用があり，高速高精度な計算が必要とされている。しかし，一般の大規模で非対称な行列の固有値を精度良く求
めることは非常に難しい。本研究開発した新しいアルゴリズムは，対象となる行列のクラスは多少限定されるも
のの，相対誤差の意味で高精度に固有値を計算できる。また，超離散化と呼ばれるテクニックを用いて，
min-plus代数上の固有値を計算する新しいアルゴリズムを開発した。本研究は超離散可積分系と固有値計算アル
ゴリズムの対応を示した初の結果である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

複雑系に対比される概念である可積分系とは，多くの保存量をもち，初等関数や特殊関数を用

いて解を具体的に書き下すことが可能な非線形力学系の総称である。1990 年代後半，可積分系

理論を工学分野へ応用しようとする研究が発展した。代表例として，可積分系を利用した交通

流の解析や新しいアプローチの数値計算アルゴリズムである「可積分アルゴリズム」の開発が

挙げられる。 

研究代表者らによるこれまでの研究では，ハングリー型離散可積分系に基づいて定式化され

た非対称行列に対する固有値計算アルゴリズムの実用化を目指し，誤差解析や収束性解析等の

理論解析，および，原点シフトと呼ばれる収束加速の手法を組み込み，より高速な収束が見込

めるシフト量の計算法等に関する成果が得られていた。特に，研究代表者らが定式化した離散

ハングリー戸田方程式に基づく dhToda アルゴリズムは，非対称帯行列の複素固有値を実数に

よる演算のみで高速・高精度に計算できる。しかし，dhToda アルゴリズムが対象とする行列

は特殊なクラスの行列のみであったため，アルゴリズムを適用できる行列のクラスの拡張が望

まれていた。 

1990 年に高橋・薩摩によって箱玉系と呼ばれる離散力学系が導入されている。箱玉系の力

学を記述する運動方程式は超離散化と呼ばれる手続きを介することで，可積分系に一致するこ

とが知られている。この箱玉系の運動方程式は max 演算と和（＋）からなるため，max-plus

代数と呼ばれる代数上の方程式と見なすこともできる。max-plus 代数には行列や固有値の概

念も存在するが，超離散可積分系と max-plus 代数上における固有値問題との対応はこれまで

に知られていなかった。 

 

２．研究の目的 

本研究ではまず，より広いクラスの行列に適用可能な可積分アルゴリズムの構築を目指す。

離散ハングリーロトカ・ボルテラ系や離散ハングリー戸田方程式に対して，それらの拡張にあ

たる方程式を利用し，新たなアルゴリズムを導出する。さらに，max-plus 代数上の固有値問

題を解くアルゴリズムを超離散可積分系から導出することを目指す。まずは，離散戸田方程式

と固有値計算のための qd アルゴリズムを対象とし，超離散化を行うことで，max-plus 代数上

の新たな固有値計算アルゴリズムとして定式化する。 

 

３．研究の方法 

離散ハングリー戸田方程式を拡張した拡張型離散ハングリー戸田方程式および離散二次元戸

田方程式を対象とし，先行研究におけるアルゴリズムの導出方法に倣ってアルゴリズムを構築

する。また，max-plus 代数上のアルゴリズムについては，既知の qd アルゴリズムにおける個々

の要素全てに対して超離散化を施し，超離散系に対する収束性の解析および保存量の導出を行

うことでアルゴリズムを構築する。さらに，超離散戸田方程式の拡張を考えることでより適用

範囲の広いアルゴリズムとなるよう検討する。 

 

４．研究成果 

拡張型離散ハングリー戸田方程式および離散二次元戸田方程式に着目し，totally 

nonnegative な帯行列の固有値を精度良く計算する可積分アルゴリズムの開発に成功した。

行列の固有値問題は振動解析や情報検索，主成分分析，各種コンピュータシミュレーショ

ンなど実用上様々な応用があり，高速高精度な計算が必要とされている。一般の大規模で



非対称な行列の固有値を精度良く求めることは非常に難しいが，本研究で得られたアルゴ

リズムを用いることで，相対誤差の意味で高精度に固有値を計算できる。また拡張型超離

散ハングリー戸田方程式が箱と玉の両方に番号を付けて区別した箱玉系と対応すること，

さらにその保存量の存在を示し，具体的に書き下すことができた。 

超離散系に対する研究について，当初は max-plus 代数上のアルゴリズムの構築を目指

していたが，max-plus 代数より，和の演算を min 演算に変えた min-plus 代数を用いた方

が良いことが分かった。そこで，超離散戸田方程式に対応する min-plus 代数上の３重対

角行列に対し，超離散戸田方程式の解挙動を調べた。時間発展において不変となる保存量

の存在を示すことにより，超離散戸田方程式の時間発展が，min-plus 代数上の３重対角行

列の固有値を計算していることが明らかとなった。このことは，三重対角行列を隣接行列

とする重み付き有向グラフにおける最小平均閉路重みを求めることに対応している。従っ

て，本研究成果の今後の展望として，ネットワーク上の最短経路問題への応用が期待され

る。さらに，超離散ロトカ・ボルテラ系についても検討し，min-plus 代数上の対称な３重

対角行列の固有値を計算するアルゴリズムが得られた。付随して，超離散戸田方程式，超

離散 qd 型ロトカ・ボルテラ系，超離散ロトカ・ボルテラ系を結ぶベックルント変換が得

られた。加えて，任意パラメータを導入して一般化した超離散ハングリーロトカ・ボルテ

ラ系および超離散ハングリー戸田方程式についても同様に対応する固有値アルゴリズムを

検討した。パラメータの値が 2 の場合については成功しているが，任意のパラメータに対

するアルゴリズムの定式化までには至らなかった。こちらについては今後の課題としたい。 
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