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研究成果の概要（和文）：正の温度を持つグロス・ピタエフスキー方程式, つまり, 時空ホワイトノイズと散逸
項を伴う非線形シュレディンガー方程式に関して, 空間1次元で解の一意大域存在, 時間無限大での解分布の 
Gibbs 平衡状態への指数的収束を厳密に証明した. 解の大域存在の証明では, 推移確率の Strong Feller 性を
用いることにより, 任意の初期値に対して大域化することに成功した. また, 空間2次元の場合についても同様
の事実の証明を考え, 現在論文執筆中である. 

研究成果の概要（英文）：We proved in one dimension the existence of unique global solution of 
Gross-Pitaevskii equation at positive temperature (i.e. nonlinear Schroedinger equation with a 
dissipation and space-time white noise), and showed that the law of solution converges exponentially
 to the Gibbs equilibrium as time goes to infinity. In the proof of the globalization of solution, 
we succeeded to make a globalization for any initial data by the Strong Feller property of 
transition semigroup. Also, we verified the similar facts in two dimensional case.   

研究分野：解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ボース統計に従う巨視的な数の粒子が, 極低温で最低エネルギー状態に落ち込むことでボース凝縮体が形成され
る. ミクロのものがマクロに観測できるようになるため, 原子の性質が見易くなったり, コントロールできたり
物理学においては重要な発見であった. 絶対零度(極低温)での凝縮体のモデル方程式であるグロス・ピタエフス
キー方程式は, 数学でも物理でも多くの研究が存在する. しかし実際は少し温度が上がったとき凝縮体には何が
起こっているのか, 凝縮体と凝縮されずに周辺で運動をしている粒子との相互作用はどのようなものか考慮する
必要があり, 本研究は, その温度効果を考慮したモデルの解析に数学で貢献している.



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
自然界には（古典）乱流現象が多く見られるが乱流を解析するのは非常に難しく, 物理学での
難問ともされる. Euler 方程式や Navier-Stokes 方程式に代表される古典的な流体方程式に
対する数学解析は数多く存在する. しかしながら, 古典流体では, 渦の定義が曖昧であり, 乱
流と渦の間に厳密な関係を与えることは不可能である. 一方で, 量子流体のモデル方程式であ
る非線形 Schrödinger 方程式では渦を厳密に定義することができ, 乱流を渦の視点から理解
することができる. したがって, 本研究では非線形 Schrödinger 方程式を通して, 渦の普遍
的な性質を数学により解析し, それをフィードバックする形で, 古典乱流中の渦の運動につい
て, 理論物理だけでなく実験物理の研究者と連携して解明することを目的とし企画を立ち上げ
た. 例えば, 古典乱流を理解する鍵として有名なリチャードソンカスケードの描像があり, 乱
流の複雑な時間空間構造の背景に渦の階層構造の存在および階層間にまたがる渦のカスケード
が示唆されてきた. リチャードソンカスケードの詳細を量子渦の視点から明らかにすることに
より, 乱流に潜む様々なスケール間の現象を渦運動として理解しようという計画であった. 
 
２．研究の目的 
本研究では, 熱的ゆらぎが渦に本質的な影響を与える実験結果との比較をするために, 非線形 
Schrödinger 方程式に熱的効果「散逸項とノイズ」を入れたモデルを考え, 以下を研究目的と
する. 
(1) ボース・アインシュタイン凝縮系の熱平衡状態近傍における相転移(渦生成)を調べること
によって, 初期宇宙における宇宙ひもの振る舞いを超流動やボース凝縮を用いて理解しようと
するアイデアが適当かどうか議論されているが([4]), 系の熱平衡状態への時間無限大での収
束性は議論されておらず, 物理的に重要な問題であるため数学で正当化を行う.  
(2) 量子乱流の研究に用いられる非線形 Schrödinger 方程式は, 古典乱流のダイナミクスを代
表する Navier-Stokes 方程式や Euler 方程式などの流体方程式とどのような類似性・相違性が
あるのか, 熱的効果で渦を発生させて数値実験を行う. 
 
３．研究の方法 
(1) モデル方程式の正当化（解の存在）から始め, 解の大域化・不変測度の存在と一意性を示
し, 不変測度がGibbs 測度であり, 解分布は時間が大きくなると指数的にGibbs分布に近づく, 
ということを厳密に示す.  
(2) 非線形 Schrödinger 方程式にガリレイ変換を行う. この場合, ノイズがないと仮定する
と渦を持たない定常解があると考えられる. その系を大きい速度で一様並進させ, 古典流体モ
デルに近い状態を考える. 渦無し定常解が, 微小ノイズが加わった状況で, この流れに対して
安定なのか不安定なのか調べ, 一様並進させる速度が大きいときに量子渦が多数生成される乱
流状態になるのか. 古典乱流の乱流状態と関連があるのかを数値計算する.  
 
４．研究成果 
(1) 空間一次元で解の大域存在および Gibbs 平衡状態(Gibbs 測度)の存在と一意性, 時間無限
大での平衡状態への収束を数学的に証明した. さらに, 解の大域存在の証明中では, 初期条件
に Gibbs 測度に関して確率 1 の集合に属すという条件が必要であるが, 推移確率の Strong 
Feller 性を用いることによって, すべての初期条件に対し大域的であることを証明するのに
成功した. また, 解分布が Gibbs 分布に時間無限大で指数的に近づくことを Poincaré 不等
式 を用いて証明した. 対象のモデル方程式は複素の係数を持つ方程式であるが, 実係数のモ
デル方程式の場合と同じ Gibbs 不変測度を持つということに気づき, Gibbs 測度の性質を全て
実係数のモデルにおいて証明し, 複素モデルに最後に適用するという方法を取った. 
また, 分担者・小林は [4] で数値計算による臨界温度の推測, またその周辺での相転移の性質
をユニバーサリティクラスによる分類を用いて考察した. 
(2) 非線形 Schrödinger 方程式の系を大きい速度で一様並進させるとき, 量子渦が多数生成
される乱流状態になる「乱流転移」が以下の論文の数値計算で初めて成功した. 
M. Takahashi, M. Kobayashi, and K. A. Takeuchi, ̀ `Universal critical behavior at a phase 
transition to quantum turbulence,” arXiv: 1609.01561 
生成した量子乱流と古典乱流との比較は現在継続して行っている.  
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