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研究成果の概要（和文）：精度保証付き数値計算学の確立 
 偏微分方程式や線型方程式等において，計算機を用いて数値的に得られた近似解に対し，そ
の誤差限界も定量的に計算機で与える精度保証付き数値計算の研究を推進した．ベクトルの総
和や内積を計算する問題は科学技術計算の基本であるが，この問題に対して精度が数学的厳密
に保証された結果を返す世界最高速のアルゴリズムを開発した．このアルゴリズムは，応用と
して，スパース行列に関する計算や計算幾何学にも波及した．また，偏微分方程式の解の存在
証明，一意性の証明及び近似解の精度保証を行う多くの有用な方式を開発することに成功した． 
 
研究成果の概要（英文）：Establishment of Verified Numerical Computation 
We have studied verified numerical computations for partial differential equations and 
systems of linear equations using digital computers. Calculating sum of a vector and dot 
product of two vectors with guaranteed high accuracy is ubiquitous in scientific computing. 
We have developed such algorithms for accurate sum and dot product, which are known to 
be the fastest so far. As applications, we have applied the fast and accurate algorithms to 
sparse matrix computations, computational geometry and so forth. Moreover, we have 
succeeded in proving the existence and uniqueness of a solution of a partial differential 
equation, and in calculating an error bound of its approximate solution. 
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１．研究開始当初の背景 
 J. von Neumann が計算機を発案した大きな
目標は非線形偏微分方程式を数値計算によ
り数学的に厳密な意味で解くことであった．
数値解析という分野が長年の研究において
発展し，アルゴリズムの収束性などの議論が
なされてきたが，丸め誤差までを考慮した解
析ではないため，数値計算の誤差を計算機に
よって定量的に（かつ実用的な値で）把握す
ることが理論的及び技術的に難しかった．よ
って，皮肉なことに von Neumann の夢は現代
に至るまで叶わない状況が続いていた． 
 
２．研究の目的 
 学問的に見れば，数学的に厳密な意味で必
要な精度の解を得るのに必要な計算資源（計
算時間とメモリ量など）を明らかにするのが
数値計算学であるべきことは明らかであり，
現状では学問の体をなしていない．本研究で
は，まず，数値計算の基礎となる線形系につ
いて，従来の近似解を求める計算の数倍程度
の計算時間で精度保証付きに数値解を求め
る，本来的な意味での数値計算学を確立する．
具体的には，条件数（係数などの変動が解の
変動に何倍に拡大されるかの倍率）が非常に
高い問題について，本研究者らが開発したエ
ラーフリー変換に基づく内積計算法を用い
た効率的な精度保証付き数値計算法を確立
する．また共役勾配法などの反復解法系を利
用した超大規模線形系（100 万次元以上の連
立系）の精度保証付き数値計算を確立する．
さらにその応用として，von Neumann の夢で
あった流体系非線形偏微分方程式の境界値
問題等の解の存在と唯一性について，数値計
算結果を基に証明する「計算機援用証明」法
を確立し，その夢を実現する． 
 

 
図 1．研究目的 
 
３．研究の方法 
 本研究者らが提案した IEEE 754 浮動小数
点規格の丸めモード制御精度保証法とエラ
ーフリー変換に基づく内積計算法をベース
にして，100 万次元を超える超大規模線形系
の反復解法を利用した精度保証付き数値計

算法を開発した． 
 また，非線形偏微分方程式の解の精度保証
付き数値計算に基づく存在検証法について
は「中尾の方法」が開発されており，これと
大規模線形系の反復解法を利用した精度保
証付き数値計算法と組み合わせ，クラスタ計
算機やスーパーコンピュータ上で計算を実
行することで von Neumann の夢を実現した． 
 
４．研究成果 
(1)大規模スパース連立一次方程式に対する 
精度保証法の開発 
 PC クラスタ等を用いた並列計算により，一
般化優対角行列を係数行列とする連立一次
方程式であれば 1000万次元程度まで，また，
対称正定値行列を係数行列とする連立一次
方程式であれば 50 万次元程度の連立一次方
程式まで，精度保証付きで数値解を生成でき
ることを示した．さらに理論を進展させるこ
とや 500 コアまで拡張された PC クラスタを
利用することにより，一般の数百万次元のス
パースな連立一次方程式も扱える見通しが
できた．後述の(1)とも関連するが，スパー
ス行列とベクトルの積は，連立一次方程式に
対する反復法で大きな役割を担っているが，
高精度かつ高速な行列・ベクトル積を実行す
る関数を作成することに成功し，近似解の収
束性の向上に貢献をした． 
 

図 2. 残差ノルムの収束履歴．反復法におい
て，従来方式（青線）では収束しないが，提
案方式（赤線）では収束しているのがわかる． 
 
(2)エラーフリー変換に基づく高精度内積計
算法の発展と応用 
 浮動小数点数を要素とするベクトルの内
積を，エラーフリー変換に基づいて高精度か
つ高効率で計算する方式を開発した．さらに，
任意に条件数が大きい行列を係数とする連
立一次方程式に対する Rump 法の収束性の証
明を与えた．そして，Rump 法に基づき，任意
に条件数が大きい行列を係数とする連立一



次方程式に対する精度保証法を開発した．こ
れらは，本研究で開発した高精度内積計算法
を用いることにより，係数行列の条件数がど
んなに大きかったとしても，条件数に応じた
計算時間で，与えられた精度を必ず持つ解を
導く適応的な数値計算アルゴリズムを構築
するという新しい研究分野を開拓したと評
価される．そして，この方法は，様々な数値
線形代数のアルゴリズムに拡張できる基本
的な方法となると評価される．また，エラー
フリー変換に基づく内積計算法の応用とし
て，計算幾何学に現れる低次の行列式の符号
を正しくかつ高速に出力する手法を開発で
きた．さらに，共有メモリ型計算機上での高
精度内積計算の効率的な並列アルゴリズム
への拡張も行った． 
 

図 3. 総和アルゴリズムの計算速度(MFLOPS)．
他の方式に比較して，提案方式（赤線）は高
い性能を出していることがわかる． 
 
(3)流体系非線形偏微分方程式に対する解の
数値的検証法の検討 
 Navier-Stoke 方程式の精度保証法につい
て，熱対流問題の分岐解の数値的検証を３次
元の場合に拡張定式化し，分岐解の検証に成
功するなど大きな進展が得られた．具体的に
は，２次元 Driven-Cavity 問題，空間２次元
熱対流問題の解の分岐点，２次元重調和方程
式，反応拡散方程式の定常解の存在と（局所）
唯一性や精確な解の包み込みなどの計算機
援用証明法が精度保証付き数値計算で構築
できることが示され，精度保証付き数値計算
の有効性を示すことができた．また並行
Poiseuille流れを記述するNavier-Stokes方
程式の安定性問題から導出される非自己共
役複素固有値問題に対する計算機援用証明
に取り組み，固有値の非存在範囲を効率的に
特定する手法を開発した．よって，流体系非
線形偏微分方程式に対する解の数値的検証
法の検討について，多くの有用な手法を開発
できたと評価できる． 
 

 
 

図 4. 熱対流問題の分岐解の数値的検証．分
岐解の検証に成功している． 
 
 (4)カオス系の計算機援用証明法の検討 
 常微分方程式の精度保証法について，中尾
の方法に基づく手法を確立するなどの大き
な進展があった．また，Affine 演算を用いて
区間演算のラッピングエフェクトを効率よ
く低減する方法を確立した，これにより，ポ
アンカレマップを構成するための初期値問
題の長時間包み込み法を確立した． 
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