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研究成果の概要：代数多様体の中には、曲線、K3曲面とファノ多様体という 3つの良い族があ

る．これらは単独でも興味深いが、互いにモジュライという関係で繋がっていることを観察す

ることによって、より深い理解に到達できると思う．今回の研究課題では、フェアリンデ型公

式との関係や不変式環への応用から研究を始めて、エンリケス曲面の位数 2のある種の自己同

型や偏極 K3 曲面のモジュライの単有理性問題への応用を研究した．また、Mumford の pathology

として有名な現象をよく理解するために、3 次元多様体内の曲線の変形に対する障害類が消え

ないための充分条件についても研究した． 
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１．研究開始当初の背景 

(1) 永田型の不変式環の研究が進み、そこで

得られた結果をそれ以外の不変式環に拡張

できるかもしれないという雰囲気があった．

特に、代表者向井は「2 次元加法群の線形表

現の不変式環がいつも有限生成ではないか」

という問題を提出していた．また、いくつか

のファノ多様体に対してフェアリンデ公式

とよく似た公式の成立することも向井は観

察していた． 

 

(2) 研究協力者 那須は、ヒルベルト概型に

対する Mumford の反例を詳しく解析し、3 次

元射影空間内の曲線の１位無限小変形に対
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して、その障害類が消えないためのある充分

条件を見つけていた． 

 

(3) 代表者向井は直積型クンマー曲面と

Barth-Peters 曲面の間の同種を発見し、コホ

モロジーに自明に作用するエンリケス曲面

の自己同型の分類への応用を考え始めてい

た． 

 

(4) 高種数の偏極 K3 曲面のモジュライが一

般型であることが証明されつつあって、小さ

い種数での単有理性問題が以前よりも興味

をもたれ始めていた． 

 

２．研究の目的 

(1)ベクトル束などのモジュライ空間として

興味深いファノ多様体の系列が沢山得られ

るが，このようなファノ多様体ではフェアリ

ンデ公式のような綺麗な次元公式が成立し

たり，コホモロジー環が具体的に書き下せた

りと一般論では説明できない面白い性質が

観察される．このような諸性質をもつ他のフ

ァノ多様体を広く探す． 

 

(2) 代数群が多項式環に作用するときの不

変式環の有限生成性，すなわち，修正された

ヒルベルトの第 14 問題の肯定的な結果を探

す．代数群が非簡約で有限生成性が示されて

いる場合がいくつかあるが，それらの場合に

は不変式環がある（弱）ファノ多様体の全座

標環と同型になっている．その代数多様体が

ファノ多様体であったりモジュライ空間で

あったりするおかげで有限生成性が証明で

きる．いくつかの系列では同時にフェアリン

デ型の公式が成立しているので，このことと

有限生成性の関連を探りたい． 

 

(3) 曲線から 3次元多様体への射の変形の障

害類の非消滅のための条件を探す. 

 

(4) 3 次元ファノ多様体や高次元射影空間の

曲線による爆発で得られるファノ多様体に

対して，それらのヒルベルト級数や全座標環

を計算し，フェアリンデ型公式との類似を探

る． 

 

(5) モジュライ空間の手法を用いることに

よって，数値的に自明な自己同型をもつエン

リケス曲面の分類を完成させる．さらに、そ

の技術を発展させて位数２のより一般な自

己同型を分類する． 

 

３．研究の方法 

(1) 3 次元ファノ多様体は森と向井によって

分類されているので、各々に対して全座標環

を計算して、フェアリンデ型公式が成立する

かどうかを調べた． 

 

(2) 固定された多様体内の曲線の変形の障

害類の非消滅に関しては、研究協力者 那須

の学位論文において多様体が 3次元射影空間

の場合に良い充分条件が与えられたので、そ

れをベースにしていろんな試行錯誤を繰り

返して一般の 3 次元多様体に拡張した． 

 

(3) エンリケス曲面の数値的に自明な位数 2

の自己同型の研究においては、モジュライに

よる証明を完成させることと平行して、先行

研究がなされた論文やそれの素となった諸

論文を詳しく読み進めて、分類をより簡明に

するヒントを探した． 

 

４．研究成果 

(1) 永田型不変式環で有限生成になるだろう

と予想されていた場合について、モジュライ

を使う証明を与え、数理解析研究所のプレプ

リント(#1502) "Finite generation of the 

Nagata invariant rings in A-D-E cases"

（2005年 5月）にまとめた． 

 

(2) 2 次元加法群の線形表現の不変式環がい

つも有限生成ではないかという問題の特別

な場合として Kronecker quiver の表現があ

る．直既約成分として preprojective なもの

を含まない場合に肯定的解答をえた． 

 

(3) Kronecker quiver の不変式環に対しては、

１個の preinjecive 表現の場合と regular表

現の直和（永田型）の場合には既にフェアリ

ンデ公式に似た次元公式を得ていた。今回は

それを拡張するため，次の二つの場合に不変

式環が Rees 環として表せることを示した． 



 

 

① 1個の preinjecive 表現と永田型の直和， 

② 2個の preinjecive 表現の直和で片方が 3

次元の場合． 

 

(4) 次数 32 で primitive に偏極付けられた

generic な K3 曲面が種数 5 の曲線上のベク

トル束のモジュライ空間内の非可換 Brill 

-Noether 軌跡として表されることを証明し

た．系として，そういう K3 曲面のモジュラ

イが単有理的であることが従う． 

 

(5) 指数 2の 3次元ファノ多様体内の曲線の

ヒルベルト概型が生成的に非被約な成分をも

つことを余次元１部分多様体の「極付」無限

小変形を使って証明した．応用として一般の

代数曲線（種数 5）から一般の 3次元 3次超

曲面への Hom概型も生成的に非被約な成分を

もつことがわかる．（研究協力者 那須と代表

者向井の共同研究） 

 

(6) エンリケス曲面の自己同型で数値的に

自明なものでクンマー型のものの分類を数

理解析研究所のプレプリント(#1544) 

"Numerically trivial involutions of 

Enriques surfaces"（2006年 5月）にまとめ

た． 

 

(7) エンリケス曲面の位数 2の自己同型で数

値的に鏡映であるものは 2種に分かれる．こ

の中でクンマー型のものを分類し、数理解析

研究所のプレプリント(#1633) "Kummer's 

quartics and numerically reflective 

involutions of Enriques surfaces"（2008

年 6月）にまとめた． 
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