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研究成果の概要：一様分布論にあらわれる discrepancy の漸近挙動の解析に取り組み、その重複対数
の法則的な挙動が完全にわかっていなかった発散等比数列やいわゆる Hardy-Littewood-Pólya の列
について完全な形の重複対数が成立することを解明した。また、有界型重複対数の法則に従いながら

も完全形の重複対数の法則が成り立たない例の構成などをおこない、一様分布論の測度的研究の進

展に寄与した。
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1. 研究開始当初の背景
Weyl の定理の主張は nk+1 − nk > c > 0 であれ
ば {〈nkx〉}は単位区間上一様分布するというもの
であった。これは discrepancy

sup
0≤a′<a<1

∣∣∣∣ 1
N

N∑
k=1

1[a′,a)(〈nkx〉) − (a − a′)
∣∣∣∣;

で与えられる discrepancy DN ({nkx}) が 0 に収

束することを導くものである。その収束の速さを

決定する問題については膨大な結果があるが完

全にその速さが決定されているのはKhinchin と
Kesten の結果がある {k} のみである。
PhilippはHadamard間隙条件 nk+1/nk > q > 1
をみたす {nk} に対し重複対数型の評価

1
4

< lim
N→∞

NDN ({nkx})√
2N log log N

≤ Cq a.e.,



をしめして、 Erdős-Gál の予想を解決している。
またR. C. Bakerは 1979年頃にHardy-Littlewood-
Pólya の列に対しても同様の漸近挙動が得られ
ることを予想した。ここで、Hardy-Littlewood-
Pólya の列とは互いに素な有限個の自然数 1 <

q1 < · · · < qτ により生成される半群

{qi1
1 . . . qiτ

τ | i1, . . . , iτ = 0, 1, 2, . . . }

を単調増大になるように並べて得られる数列であ

る。Philipp (1994) は Hardy-Littlewood-Pólya
の列に対しても Hadamard 間隙条件の場合と同
様に有界重複対数型の評価が成り立つことを証明

した。

2. 研究の目的
間隙級数の方法を用いて具体的な数列に対して

discrepancy の漸近挙動を完全に決定するのがそ
の目的であった。数学的な興味もともかく、dis-
crepancy の評価は数値積分法の性能評価にもか
かわる応用上も重要な問題であるからである。

3. 研究の方法
discrepancy を単位区間内の有限個の点を端点に
もつ有限個の区間に限定した最大値により得ら

れる量とそこで用いられた点の間に限定し取った

上限の二つの量に分解して評価する discrepancy
splitting の手法を開発し応用することを主眼と
する。

4. 研究成果
(1) 等比数列の discrepancy の重複対数の法則
θ > 1 とすると

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

= sup
0≤a<1

σθ,0,a, a.e. x.

が成り立ち、定数は以下のように決定される。

θr /∈ Q (r ∈ N) なら,

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

=
1
2
, a.e. x

θ = r
√

p/q (p, q ∈ N, r = min{k ∈ N | θk ∈ Q},
gcd(p, q) = 1) なら

1
2
≤ lim

N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

≤ 1
2

√
pq + 1
pq − 1

, a.e. x

さらに p、 q がともに奇数なら

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

=
1
2

√
pq + 1
pq − 1

, a.e. x

特に p が奇数で q = 1 の時は

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

=
1
2

√
p + 1
p − 1

, a.e. x

また p ≥ 4 が偶数で q = 1 の時には

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

=

√
(p + 1)!/(p − 3)!

2(p − 1)2
, a.e. x

p = 2, q = 1 なら

lim
N→∞

NDN ({θkx})√
2N log log N

=
√

42
9

, a.e. x

(2) Hardy-Littlewood-Pólya の列の discrepancy
の重複対数の法則。

Hardy-Littlewood-Pólyaの列に対して定数 Cq1,...,qτ

が存在して

lim
N→∞

NDN ({nkx})√
2N log log N

= Cq1,...,qτ , a.e. x.

が成り立つ。ここで、{nk} が奇数のみから成る
時には

Cq1,...,qτ =
1
2

( τ∏
i=1

qi + 1
qi − 1

)1/2

である。また偶数を含む時にも q1 が偶数である

とすると、評価

1
2

( τ∏
i=2

qi + 1
qi − 1

)1/2

≤ Cq1,...,qτ ≤ 1
2

( τ∏
i=1

qi + 1
qi − 1

)1/2

.

が成り立つ。

(3) 非有界数列の並べ替えの問題。
任意の有界でない正の実数列 {nk} に対して N

上の全単射 σ が存在して

lim
N→∞

NDN{nσ(k)x}√
2N log log N

=
1
2

a.e.

が成り立つ。すなわち、任意の非有界正数列 {nkx}
が与えられると、上手に並べ変えれば一様分布独

立確率変数列の discrepancy の挙動を模倣できる
ということである。

(4) 有界型重複対数に従うが上極限が定数ではな
い列の存在。

nk+1 − nk ≤ 5 を満たす単調増大数列が存在し

lim
N→∞

NDN{nkx}√
2N log log N

= σ(x) a.e. x

をみたす。ここで σ(x) は以下で与えられる非定
数函数である。

σ2(x) = (4x1[0,1/4)(x) + 1[1/4,3/4)(x)

+ 4(1 − x)1[3/4,1)(x))/9 + 1/24.
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