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研究成果の概要： 双曲計量，環状幅，調和測度などを幾何学的函数論やポテンシャル論の立

場から研究し，多くの定理や応用を得た．また，等角計量が与えられたリーマン面間の正則写

像の不変高階微分や不変シュワルツ微分についても研究を行い，その基本的な性質を明らかに

した． 
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２．研究の目的 １．研究開始当初の背景 
  
 幾何学的函数論において基本的な等角不
変量，たとえば双曲計量，グリーン函数，調
和測度など古典的によく調べられてきた諸
量を詳しく調べ，さらに現代的視点から重要
と考えられる新しい等角不変量を提示し，そ
れらの性質を研究し応用を与えることが本
研究の主要な目的である． 

 平面領域上の函数論は，２０世紀に入って
からリーマン面上の函数論へと一般化・深化
されてきた．リーマン面の考察においては，
座標の取り方によらない定式化が必要とな
り，その際に重要となるのが等角不変量であ
る．Nevanlinna, Beurling, Ahlfors らによ
り提唱されたいくつかの概念はリーマン面
の理論において重要な役割を果たしてきた．
しかし，ここしばらくは平面領域やリーマン
面上の函数論も少し停滞しているように思
われる．この停滞を打開するには，新しい等
角不変量を提案し，それを研究することが鍵
になる可能性がある． 

 正則函数や調和函数について精密な評価
を行うためには，単なる１回微分ではなく高
階の導函数を含んだ自然な微分作用素（たと
えば古典的なシュワルツ微分やその一般化
を含む）について調べ，それらから自然に定
まる函数空間の構造を調べることも重要な



テーマとなる．また，これら諸量が正則函数
や擬等角写像，調和写像などによってどのよ
うに変化するのか，またどのような変分公式
に従うのかを調べることも基本的である．ま
た，関連する極値問題を調べ，現れる極値函
数の性質を深く調べることによって，極値問
題によって定義される等角不変量について
の深い考察を行うことが可能となる．これら
を通して未解決問題を解く糸口を見つける
こともまた主要な目的の一つである． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 高階等角不変量の構築． 
 ヒントになるのが，Peschl により導入され
た不変微分作用素であるが，これはその後
Minda, Schippersらによって滑らかな等角軽
量を持つリーマン面上の不変微分作用素に
自然に拡張された．もう一つは，Aharonov, 
Tamanoi らによる高階シュワルツ微分である．
これらを組み合わせることにより，不変シュ
ワルツ微分とも言うべきものが定義される．
その基本的性質を調べることは重要な研究
課題の一つである． 
 
(2) 双曲計量の研究． 
 幾何学的函数論において最も重要な等角
不変量はおそらく双曲計量である．平面領域
（より一般にリーマン面）の双曲計量を詳し
く調べることにより，その上の正則函数の挙
動に関して有用な情報が得られることにな
る．本研究では特に，リーマン面から３点を
除いた領域の（境界点で錐特異性を許す）双
曲計量の密度を評価し，それを用いて一般の
双曲計量に関する情報を引き出すことを目
指した． 
 
(3) 研究体制． 
 その他，いくつかの研究プロジェクトを実
行するためには，単独での研究の他に，セミ
ナーや研究集会の実施，外国人研究者の招聘，
逆に外国人研究者を訪問するなどの活動が
重要となる．本研究課題により実施した（定
例のセミナー以外の）活動は以下の通りであ
る： 
 
★本研究費による主な招聘研究者 
Seong-A Kim 氏（Dongguk Univ.） 
Yong Chan Kim 氏（Yeungnam Univ.） 
Haseo Ki 氏（Yonsei Univ.） 
Kang-Tae Kim 氏（POSTECH） 
Kang-Hyurk Lee 氏（ソウル大） 
Eric Schippers 氏（Univ. Manitoba） 
Matti Vuorinen 氏（Univ. Turku） 
Henri Linden 氏（Univ. Helsinki） 
Vladimir Dubinin 氏（Vladivostok, RAS） 
 

★部分的援助を行った研究集会 
 
2005 年度 
 第 40 回函数論サマーセミナー（霞ヶ浦研
修所） 
 「等角写像論・値分布理論」合同研究集会
（日本工大） 
 The Ninth Conference on Real and Complex 
Analysis（広島大） 
 Mini-Workshop on Geometric Function 
Theory（広島大） 
 
2006 年度 
 The Tenth Conference on Real and Complex 
Analysis（広島大） 
 「等角写像論・値分布理論」合同研究集会
（広島大） 
 Finland-Japan Joint Seminar on Analysis
（広島大） 
 
2007 年度 
 第 42 回函数論サマーセミナー（和歌山市） 
 「等角写像論・値分布理論」合同研究集会
（慶応大学） 
 The Eleventh Conference on Real and 
Complex Analysis（広島大） 
 
2008 年度 
 The Twelfth Conference on Real and 
Complex Analysis（東北大情報） 
 
４．研究成果 
須川敏幸： 
(1) 高階等角不変微分作用素の研究． 
 これは主に Seong-A Kim 氏との共同研究で
ある．Peschl-Minda 微分作用素が，１変数函
数の合成の高階微分と同じ法則に従うこと
を示したほか，不変シュワルツ微分というべ
きものを定義し，研究を行った結果，Nehari
の単葉性定理の高階の類似を得た（論文投稿
中）． 
(2) 環状幅の応用． 
 これは主に Yong Chan Kim 氏，Ponnusamy
氏との共同研究である．本研究以前に我々が
提唱した環状幅という等角不変量の応用と
して，有理型函数の単葉性判定法（Ponnusamy
氏との共同），Chuaqui-Gevirtz の定理の環状
幅による再定式化（Y.C.Kim 氏との共同）を
得た． 
(3) 調和測度のハーディ族への応用． 
 これは主に Yong Chan Kim 氏との共同研究
である．まず，長年懸案であった単位円板上
の一様局所単葉正則函数がハーディ族に含
まれるという予想を解決した．また，与えら
れた領域に値を取る正則函数がつねに属す
るハーディ族の指数の最大値（領域に対する
ハーディ指数）について研究を行い，擬等角



写像に関する変動の評価を具体的に与えた． 
(4) 双曲計量の研究． 
 これは主に G. Anderson 氏, M. Vuorinen
氏, M. Vamanamurthy 氏らとの共同研究であ
る．特殊函数（特に超幾何函数）についての
知見を用いて，（境界で錐特異性を許す）３
点穴あき球面の双曲計量の具体的表示，単調
性，具体的評価についていくつかの結果を得
た． 
(5) その他． 
 他にも，ハウスドルフのモーメント問題と
幾何学的函数論に関する研究（Ruscheweyh 氏，
Salinas 氏との共同研究），Bloch 函数に対す
る Fekete-Szego 型不等式とその応用（寺田
貴雄氏との共同研究），１次元タイヒミュラ
ー空間の Bers 埋め込みの形状について（単
独），Smale 予想の双対予想に関する研究
（Dubinin 氏との共同研究），Bazilevic 函数
の研究（Y.C.Kim 氏との共同研究）などを行
った． 
水田義弘： 
変動指数をもつ関数空間において，極大関数
が重要な道具となる。極大関数は p > 1 の
とき L^p で有界であるが，p =1 のとき有界
でないため，変動指数が 1 に近づくときに
は扱いが困難である。これを発展的に解消す
るために，２つの変動指数をもつ関数空間を
設定し，極大関数が一方から他方へ有界とな
ることを示した。Hedberg は，極大関数を利
用すると，ソボレフの不等式が容易に示せる
ことを発見した。彼の方法を援用することに
より，極大関数の有界性から，変動指数をも
つ場合に，ソボレフ関数やリースポテンシャ
ルに対するソボレフ型定理の発展を行った。 
佐官謙一： 
複素平面の原点を固定し単位円板を単位円
板の上へ写す調和かつ K 擬等角である写像 F
に対して、Kが 1 に収束するとき漸近的にシ
ャープであるように Heinz の不等式、
Schwarz の補題を改良した。また、そのよう
な写像は bi-Lipschitz 写像になることが
知られているが、bi-Lipschitz 定数の評価
を K が 1 に収束するとき漸近的にシャープ 
であるような形で得た。また、F のヤコビア
ンの上限、下限を F の最大変形率と 
|F^{-1}(0)| で評価し、その応用を論じた。
いずれも D. Partyka (Poland) との共同研究 
の成果である。 
柴雅和： 
流体力学的観点から等角写像について研究
を行った． 
吉野正史： 
力学系の視点から解析的微分方程式の研究
を行った． 
谷口雅彦： 
平面領域の標準領域（等角同値類の代表元）
として、Bell 領域を用いることを発見して、 

そのような表現空間の構造を研究し多くの
成果を得た．また、固定点での因子という等
角不変量を用いた有理関数の変形空間のパ
ラメータ付けに即応したコンパクト化を完
成させた． 
志賀啓成： 
(1) 複素力学系． 
有理関数の Julia 集合が非連結な場合，その
解析的性質および Fatou 集合の Martin 
compact 化などを考察した． 
(2)Riemann 面． 
単位円板からそれ自身への正則写像につい
ての Denjoy-Wolff の定理を Riemann 面の正
則写像へ拡張した． 
(3) Klein 群論 
Klein 群の単連結連結成分のリーマン写像を
精力的に研究し，その連続殿研究の観点から
正則関数の連続度に関する
Hardy-Littlewood の定理を拡張した．また，
Holomorphic motionの拡張問題について新し
い知見を得た． 
松崎克彦： 
漸近的タイヒミュラー空間に固定点をもっ
て作用する擬等角写像類群の部分群につい
て，その特性を研究した．また，発散型のク
ライン群について，その性質を研究した． 
中西敏浩： 
トレース関係式を用いてタイヒミュラー空
間の研究を行った． 
下村哲： 
変動指数を持つルベーグ空間，ソボレフ空間
について研究を行った． 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
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