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研究成果の概要：フェイズフィールド法は相分離面を含む非一様状態を表すため、理論と数値

計算に多用されている．当該研究では、フェイズフィールド法における内部遷移層のプロファ

イルについて特別な仮定を置かなくても、エネルギーおよびその第一変分、またはそれに類す

る積分量が制御されていれば、仮定が結果として自動的に成り立つ構造をもつことを様々な問

題設定（De Giorgi 問題、流体問題、大偏差原理問題など）で示し、フェイズフィールド法の
数学的基礎の解明を進めた． 
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１．研究開始当初の背景 
 
２つの異なる相の界面の動的界面現象、例え
ば液―気相界面、結晶の固―液相界面、２元
合金の粒界面などは、理学的に興味深いだけ
でなく産業、工学上重要な自然現象である．
特に高分子などのミクロスケールの非平衡
界面現象で重要なのは界面の表面張力であ
り、それに加えて他の場、例えば温度場、流
速場、電磁場、又は他の秩序場などとの相互
作用が重要となる．現象は空間的に非一様で
あるため、一般にモデル問題は非線形偏微分

方程式系である．この問題に対し、相分離状
況をフェイズフィールド（PF）で表す方法が
強力な解析法の一つとして注目されており、
自由境界問題の重要な研究課題となってい
る．表面張力効果を表すエネルギーは古典的
には界面面積であるが、PF法ではあるパラメ
ターで制御された汎関数エネルギーとして
扱われる．私は現在までの研究で、PF 法にお
ける基礎理論構築に携わってきており、PF 法
の界面領域と、その特異極限である微分幾何
的な概念としての界面の関係を調べてきた．
研究開始当初の時点において、過去の研究に



より核心の汎関数を変分的に扱う為には不
可欠である、(1)定常問題の理解とその一般
化、(2)基本的な時間発展問題の理解、(3)安
定解の理解、の３つを最も一般的な測度論的
レベルで行えていたが、基本的に表面張力効
果のみのモデル問題を考えていた．一方で表
面張力が他の場と相互作用する静的、動的問
題と、表面張力以外のエネルギー寄与が汎関
数にある場合の研究はまだ端緒についたば
かりであるといえる状況であった． 
 
２．研究の目的 
 
これら過去の基礎研究に立脚して当該研究
で目指すのは表面張力が他の場と相互作用
する静的、動的問題と、表面張力以外のエネ
ルギー寄与が汎関数にある場合の研究であ
り、具体的には以下３つの研究の方向性を模
索した． 
 
(1) ２相 Navier-Stokes（NS）流の問題．各
相では NS 方程式が満たされ、分離界面は２
相間の圧力差及び界面表面張力の２つの効
果で運動する問題を考える．分離面の運動自
体も流体運動に影響するのでこれは流体運
動と界面運動の相互作用を含む問題である．
時間大域的な古典解の存在は、界面の特異性
の出現によって一般には成り立たない．幾何
学的測度論の枠組みでの弱解を PF法で示し、
この分野の基礎理論構成を目指す．純粋な平
均曲率流の場合は Brakke による弱解に対し
ての正則性理論(1976)があるが、NS 流を伴う
場合に拡張する．同時に時間局所的な古典解
の構成を行う．  
 
(2) 表面張力流の問題．分離界面の表面張
力に内的、外的な要因で空間的不均一性があ
る場合には、界面自由エネルギーを平衡化す
るために表面張力流が起こることが知られ
ている．現象論的なモデル化は行われており、
PF法を用いた数値計算もLiu等によって行わ
れている．一方、数学分野における理論結果
はまだ存在しない．PF 法の特異極限問題を解
析し、表面曲率流の理解を数学的な側面から
行う． 
 
(3) 弾性エネルギーとのカップリング問題．
弾性エネルギーと界面面積を表す量とが制
御されているときの、界面領域の特異極限に
ついての静的、動的な構造定理を示すことを
目標とする．また確率論での Freidlin - 
Wentzell 理論では異なる動機付けから同様
な汎関数が現れるが、その応用を視野に入れ
た研究を遂行する． 
 
これら解析において主要な役割を演じるの
は２相を分離する界面の表面張力であり、よ

って微分幾何、非線形偏微分方程式論、幾何
学的測度論の様々な概念や技術が必要であ
る．時間的に動く界面に対してすべての点で
滑らかであることを要請することは物理的
に不適切であり、よって幾何学的測度論の一
般化された概念としての界面の設定が不可
欠で本質的である．自由界面を含む流体問題
は古典的である一方、時間大域解の存在につ
いての結果はほとんどないといってよい上、
流体方程式と曲率を融合する新しい理論展
開でなければならないという意味で独創的
で意義深い． PF 法を用いた数値計算に対し
ても特に現実的な２、3 次元数値解析に対し
て、我々の行う詳細な解析は理論面での極め
て有意義なサポートになり、解析学全般の発
展にも寄与する． 
 
３．研究の方法 
 
PF 法を用いた特異摂動極限としての 2 相 NS
方程式の弱解存在定理の研究を行う．これに
関しては以前の結果を応用することにより、
ある程度すでに見込みは立っている．またそ
の弱解である varifold 解の正則性を自然な
仮定の下で示す．平均曲率流の場合でも測度
論的に自然な仮定の下で正則性が示されて
おり、それと同等程度の仮定が必要である．
弾性エネルギーの寄与がある場合の研究に
ついては 1次元の場合の結果を現在準備中の
論文で示しているので、適宜高次元の場合を
研究する. 
 
これら研究は研究代表者の利根川、その大学
院生および分担研究者が主体となって行う
が、界面の問題は研究分担者である神保氏の
専門である Ginzburg-Landau（GL）方程式で
も超伝導現象における渦糸が界面にとって
変わって出現するという意味で類似的であ
り、数学的内容が極めて重なる部分が多い．
PF 法の総合的な研究という観点からの研究
を界面と渦糸の両面から緊密な連絡を取り
合うことで行う． 
 
４．研究成果 
 
(1) De Giorgi 予想の部分的解決 
曲面や曲線に対し、その平均曲率（曲線の場
合は単に曲率）の 2乗積分量は曲線の弾性エ
ネルギーや曲面積の変分問題及び曲率流問
題等を考慮するにあたっては大変重要な量
である．PF 法の枠組みにおいて拡散界面の曲
率 2乗積分量に相当する積分表現があるので
あるが、それが実際に拡散界面の厚さを０に
近づけたときに極限の界面の曲率 2乗積分に
対して自然な下半連続的な性質を持つ事を
長瀬優子氏との共同研究で２次元空間、つま
り界面が曲線の場合に示す事が出来た（雑誌



論文④）．また界面領域はハウスドルフの意
味での距離で極限の曲線に収束する事も示
せた．これら結果は PF 法の数理解析におい
ての基礎的な結果である．3 次元も含む結果
は同時期に独立して M. Roeger と R. 
Schaetzle が示したが、我々の方法とは異な
る評価を用いたものである．この問題は De 
Giorgi によって予想された経緯があり、その
予想を 2次元では我々が独立に証明したこと
になる． 
 
(2) 大偏差原理と変分問題 
２つの同等な安定点を持つポテンシャルを
外力項として持つ確率偏微分方程式に対し、
大偏差原理に動機付けられた action 
functional を考える．ある特別な時空スケー
ルのみで空間的非一様性が期待されるので
あるが、その特異極限問題の研究を行い、最
小解の特異極限の完全な特徴づけに成功し
た（雑誌論文③と⑥）．またその高次元版の
問題では、平均曲率と界面速度の和の 2乗を
曲面上時空で積分したものが最小化すべき
量となっている．この汎関数は特別な最小化
解のクラスとして、界面速度＝－平均曲率の
平均曲率流が汎関数値零解としてすべて含
まれる．この幾何学的な最小化問題をまず変
分法の立場から理解する為、東北大学の岡部
氏と初期時刻と最終時刻の曲線を与えたと
きにこれをつなぐ非自明な最小解が存在す
るかどうかについて、平均曲率流の近傍で問
題を線形化した摂動問題として考え、準備的
な様々な結果を得た． 
 
(3) Gibbs-Thomson の関係 
相分離現象をモデルとした PF 法の代表的な
方程式の一つに Cahn-Hilliard方程式がある．
界面厚みを表すパラメターεを０に近づけ
るときに適当な時間スケールを導入すると
極限では自由境界と化学ポテンシャルが
Mullins-Sekerka 方程式を満たすことがある
特別な場合は示されている．最小限かつ自然
な一般の場合に同様なことはまだ示されて
いないが、証明のために必要な事はフェイズ
フィールド近似の極限で、自由境界の曲率と
化 学 ポ テ ン シ ャ ル を 関 係 付 け る
Gibbs-Thomson の関係を示す事である．
Roeger との共同研究で、フェイズフィールド
の枠組みで化学ポテンシャルに対応する量
が、あるソボレフノルム（一回弱微分が p可
積分、ｐは空間次元より大）でεに関して一
様有界である場合には極限で Gibbs-Thomson
の関係が成り立つことを示した(雑誌論文
②)． 
 
(4) ２相 Navier-Stokes 流 
界面を隔てて同密度で 2相分離した非線形粘
性（ノンニュートニアン）・非圧縮性流体の

運動を考える．ここで界面は流体によって移
動するのみでなく平均曲率に比例した速度
を加えた速さで移動すると仮定する．また流
体も界面から平均曲率に比例した力を界面
上で受けると仮定する．これら平均曲率の効
果は物理的な仮定と必ずしも一致するわけ
ではないが、界面の特異性を避けるための数
値計算における正則化の一手法とも考えら
れる．この問題の弱解を構成するため Allen
－Cahn方程式とNavier-Stokes方程式をカッ
プルさせた問題を解析し、適切な非線形粘性
を入れた場合には弱解が常に存在する事を
示し、現在論文を準備中である. 
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