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研究成果の概要： 
究極の離散ソリトン系である箱玉系について、組合せ的 Behte 仮説の方法を用いて研究した。 
組合せ的 Behte 仮説の基本的成果である KKR 写像により箱玉系を線形化し、これにより KKR
写像に表現論的（結晶基底的）解釈を与えると共に、箱玉系の一般ソリトン解を導き、同時に 
KKR 写像の区分線形公式を与えた。 
 
交付額 
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2007 年度 3,100,000 930,000 4,030,000 

2008 年度 3,100,000 930,000 4,030,000 

  年度  

総 計 13,000,000 1,860,000 14,860,000 
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１．研究開始当初の背景 
箱玉系（Box-ball system）は、1990 年頃に
高橋・薩摩により発見された超離散ソリトン
系である。超離散とは、独立変数・従属変数
の全てが離散化された究極的な離散系を意
味する。2000 年前後に。この系のもつ対称性
や結晶基底による定式化が見いだされ、表現
論的および組合せ論的研究が可能となった。 
 このように、箱玉系は、連続の古典ソリト
ン系の超離散極限でもあり、一方で、量子可
解格子模型の低温（結晶極限）とも見なされ、
両者の結節点として注目されたていた。箱玉
系のソリトン解は、古典ソリトン解の超離散

極限として得られるものと期待されていた
が、玉の種類が一般の場合の、一般ソリトン
解を構成することは、内部自由度の組合せ論
的複雑さのために困難であった。 
 
２．研究の目的 
可解格子模型における伝統的かつ有力な方
法は Bathe 仮説の方法である。この方法から
生まれた KKR写像と呼ばれる巧妙な全単写は、
格子模型に留まらず、表現論やヤング図形の
種々の組合せ論への様々の応用をもつ。本研
究では、この KKR 写像を箱玉系に応用し、逆
散乱法的な解の構成を与えることを１つ目



の課題とした。 
 一方、KKR 写像そのものについても、複雑
巧妙な組合せ的アルゴリズムにより定義さ
れており、その表現論的意味は明確ではなか
った。これを結晶基底の観点から解明するこ
とは、箱玉系への応用のためにも重要と考え
られ、２つ目の研究課題とした。 
 最後に、箱玉系の表現論的定式化において
は、組合せ Rと呼ばれる変換が基本的な役割
を果たすが、これは離散 Painleve 方程式に
現れるワイル群の双有理表現に密接な関係
がある。こうした関連を通して、離散
Painleve 方程式と箱玉系双方の解明を目指
すことを３つ目の研究課題とした。 
 
３．研究の方法 
国場、尾角、坂本玲峰、高木太一郎、山田は、
研究の手がかりとして、箱玉系の時間発展が
KKR 写像により線形化されるという現象を実
験的に掴んでいた。そこで、まずはこの現象
の理論的解明に取り組んだ。結果として、KKR
写像により得られる Rigged configuration 
(RC)と呼ばれる組合せ的対象を箱玉系のソ
リトンの自由度に関係させることができた。
（国場他、“Crystal interpretation of 
Kerov-Kirillov-Reshetikhin bijection”, 
Nuclear Phys. B 740 (2006)）これにより、 
２番目の課題に一定の解答を得るとともに、
課題１についての基礎が得られた。その方向
の研究は、国場、坂本、山田により続けられ
た。 
 一方、課題３の離散 Painleve 方程式に関
しては、A 型以外のワイル群の表現への興味
から、太田、増田、山田、鈴木貴雄等を中心
として D 型ソリトン系や E 型離散 Painleve
系に関する実験的および理論的研究が進め
られた。 
 
４．研究成果 
上述の課題２の解決を基礎として、国場・坂
本・山田は、A 型箱玉系の一般ソリトン解の
構成に成功した。（“Tau functions in 
combinatorial Bethe ansatz”, Nuclear 
Phys. B 786 (2007), 3, 207--266.）これは
同時に KKR写像に明示的区分線形公式を与え
るものでもあり、本研究における最も重要な
成果のひとつである。さらに、国場、坂本お
よび竹野内は、この結果の周期箱玉系への拡
張も考察し、超離散テータ関数による一般解
の構成など重要な成果を挙げた。また尾角は、
幾何結晶の観点から表現論的研究を行い、KR
加群の結晶構造や組合せ的 Rの理論を進展さ
せた。今後の研究で、箱玉系への応用などが
期待される。 
 一方、離散 Painleve 系に関しては、梶原、
野海、太田、増田、山田によって、特殊解や
超離散ワイル群表現について、タウ関数の観

点からの研究が進められた。この過程で、特
に幾何学的な理解が進展し、ワイル群を基本
とする表現論的方法から少し離れることと
なったが、結果として Pade 近似による特殊
解の構成という有用な副産物が得られた
(Y.Yamada “Pade method to Painleve 
equation”, Funkcialaj Ekvacioj, 
52,(2009), 83-92.)。これは、楕円 Painleve
方程式の Lax 形式に対する重要なヒントと
なった。 
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