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研究成果の概要：観測されたデータがどのような集団に属しているかがはっきりしている場合

には、どの方法を使って解析すればよいか、また、その手法がどのような性質を持っているか

がよく判っている。一方、データの属する集団の形状によっては、今までに使われている手法

がそのままでは使えない場合があることも判ってきた。そのような場合に、データを繰返し使

って解析をする手法がどのくらい有効であるかを、数値実験と、理論の両面から考察した。 
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１．研究開始当初の背景 
 リサンプリング手法の中でも広く用いら
れているブートストラップ法は、標本からラ
ンダムにブートストラップ標本を生成し、こ
れらを新たな標本とみなして、平均、分散を
求めるなどの各種の統計手法を適用するこ
とにより、統計的推測を行うものである。ブ
ートストラップ法は、実装が容易であること
に加え、近年、計算機の計算速度が著しく向
上していることから、多くの分野で応用され
ている。また、その理論的な解析も進められ、
多くの成果が公表されている。 
 研究開始当初においては、ブートストラッ
プ法が適用されるモデルは、いくつかの正則
条件を満足するような、「非特異」なモデル

であり、また、理論的な結果も、いくつかの
正則条件を満足することが仮定されていた。
一方、近年のデータマイニング方の発展に伴
い、混合正規分布など、必ずしも正則条件を
満足しない、「特異」なモデルに対する統計
的推測理論の構築が望まれていた。また、ウ
ェブ上のテキストマイニングなどにおいて
は、説明変量（特徴量）が数千あるいはそれ
以上のデータ解析であり、このような場合に
は、説明変数の個数に対して十分なサンプル
サイズの標本を得ることが難しいケースも
増えてきた。 
 このように、モデルが正則条件を満足しな
かったり、一般的な推測理論で満たされる仮
定が満たされない場合のブートストラップ
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法の性質については、実験的研究、理論的研
究ともほとんど行われていなかった。このた
め、ブートストラップ法を中心とするリサン
プリング法の適用に関して、その有効性や、
適用の限界を明らかにすることが求められ
ていた。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、リサンプリング手法を特
異な統計モデルの母数推定をはじめとする
統計的手法に適用した場合の性能を、数値的
側面および理論的側面の両面から評価し、明
らかにすることが目的である。具体的には、
以下の三つの場合を中心に研究を進める。 
 
（１）非加法的な測度を用いた統計モデルに
おいては、柔軟なモデル化が可能である反面、
推定すべきパラメータの個数が説明変数の
増加と共に膨大な数となることが問題点と
して指摘されている。推定すべきパラメータ
を少なくするために、パラメータやモデルに
いくつかの制約条件を課すことで、パラメー
タ推定が行われることが多い。そのため、パ
ラメータの信頼領域を構成することが非常
に難しく、推定手法の安定性や精度を評価す
ることができない。こうした場合でも、ブー
トストラップ法を用いることで、推定手法の
安定性や精度を評価し、その適用限界を明ら
かにする。 
 
（２）判別分析において、説明変量の数が非
常に多い場合、あるいは、説明変数が少なく
ても、その中に共変量がある場合には、標本
分散共分散行列が特異になったり、あるいは、
特異に非常に近くなる。こうした場合、線形
判別分析をはじめとする従来手法をそのま
ま適応すると、小数の観測値が判別結果に非
常に大きな影響を与え、判別手法が不安定に
なる可能性がある。こうしたことを避けるた
めには、何らかの正則化を用いることが必要
となる。分散共分散行列が特異あるいは特異
に近い場合でも優れた判別性能を有する手
法として正則化判別分析が提案されている。
正則化判別分析の判別性能はハイパーパラ
メータの設定に大きく依存することが指摘
されており、適切なパラメータを選択するこ
とが問題となる。ここでは、リサンプリング
法を応用した情報量規準を用いることで、正
則化判別分析のハイパーパラメータ選択法
に関する考察を行う。 
 
（３）パターン認識において広く用いられる
最近隣法においては，特に説明変量の数が多
い場合、探索に非常に時間がかかることが問
題である。こうした高次元のデータを適切な
低次元空間に射影してから分析することで、
計算量や計算時間を大幅に削減することが

できる。一方で、低次元に射影することによ
る情報の欠損から、ある確率で最近隣を求め
ることに失敗する事がある。したがって、低
次元に射影することによる計算量の減少と、
最近隣を求めることに失敗する確率のトレ
ードオフを評価する必要がある。そのために
は、射影したデータの最近隣までの距離の分
布を求めなければならない。ブートストラッ
プ法を適用することによる、射影されたデー
タの最近隣までの距離の分布の近似精度を
明らかにする。 
 
３．研究の方法 
 リサンプリング法を特異な統計モデルに
適応する場合の性質と適用限界を正則モデ
ルに適用したときとも比較しながら、数値的
に検討する。また、正則モデルの理論的結果
を検討し、特異なモデルに対する理論的な検
討を行う。 
 
（１）非加法的なモデルにおいて、リサンプ
リングによってパラメータの信頼領域を構
成する。また、非加法的なモデルにおいては、
平均、分散といった基本的な統計量の分布も
求められていないため、これらを解析的な手
法により導出することで、漸近的な信頼領域
を得ることができる。信頼領域を比較するた
めに、数値シミュレーションにより、真の信
頼領域をもとめ、ブートストラップ法との比
較を行う。 
 
（２）正則化判別分析のハイパーパラメータ
の選択として、ベイズ法によるものがある。
しかし、この方法は、事前分布として逆ウィ
シャーと分布を仮定することにより求めら
れる。この手法と、ブートストラップ法によ
る推定量のバイアスを求めるブートストラ
ップ情報量規準との比較を行う。 
 
（３）最近隣の分布を求めるために、標本か
らランダムに小数のサンプルを選択して、そ
の標本分布から平均、分散などの統計量を推
定する方法が提案されている。これをブート
ストラップ法を用いる手法に拡張し、また、
極値統計に基づく推定量のバイアスを補正
することにより、分布の近似精度の向上の図
る。 
 
４．研究成果 
 
数値実験により、特異なモデルの統計的推論
などにおけるブートストラップ法の有効性
を評価した。特に、高次元データの最近隣を
高速に探索する場合には、バイアス補正を行
うことで、最近隣までの距離の分布を効率よ
く、かつ高い精度で近似することが可能であ
ることが示された。 



 
（１）非加法的測度を用いた統計モデルのパ
ラメータの安定性と、モデルの評価に関する
基礎的な検討を行った。 
 
①モデルの当てはまりの評価をするための
基本的な統計量である合計得点の平均と分
散を解析的に求め、その存在範囲を明らかに
した。非加法的測度を用いた統計モデルに関
する事例研究は数多く報告されているが、モ
デルの当てはまりなど、理論的な性質はほと
んど明らかになっていない。この結果を基に
非可能的測度を用いた統計モデルに関する
推測理論の構築など、多方面への応用が可能

となった。 
図１は変量数が３の場合の平均と二次の原
点周りのモーメント、図２は平均と分散の存
在範囲、図３は平均と変動係数（標準偏差を
平均で割ったもの）の存在範囲である。 
 
②パラメータの信頼領域をブートストラッ
プ法によって構成し、シミュレーションによ
るパラメータの分布から求めた真の信頼領
域と比較することでブートストラップ法の
性能を評価した。数値実験の結果により推定
されたパラメータが母数空間の内点である
場合と、母数空間の境界にある場合では、真
の信頼領域の広さが大きく異なる。ブートス
トラップ法による信頼領域の構成でも同様
の傾向を示すため、ブートストラップ法によ
る信頼領域の構成が有効であることが示さ
れた。また、母数空間のなかでも、端点にお
いては、ブートストラップ法を用いても、満
足する結果を得ることができないことも確
かめられたため、今後、手法の改良が求めら
れる。 
 
（２）正則化判別分析のハイパーパラメータ
選択に関しては、ブートストラップ法を用い
た選択法は説明変数の個数によって従来法
との特性が異なることがわかった。 
 
①説明変数が少数（おおむね５０個以下）の
場合には、ブートストラップ法による選択法
と、事前分布による選択法がほぼ同程度の性
能を示した。これは、母集団に正規分布を仮
定した結果であり、母集団によってどのよう
な違いがあるかは、更に分析が必要である。
ただし、ブートストラップ法による選択法で
は、計算時間は 1/10 程度であり、十分な有

図 1 平均と二次の原点周りのモーメント 

図 2 平均と分散 

図 3 平均と変動係数 



効性があるといえる。 
 
②説明変数が１００を超える場合には、事前
分布による選択法は膨大な計算量が必要と
なり、実用的な時間では計算を終えることが
きないのに対し、ブートストラップ法では実
用的な時間内に、ある程度の精度の高いハイ
パーパラメータを選択すること可能である
ことが示された。ただし、ブートストラップ
法を用いた場合でもサンプルサイズが小さ
い場合には選択の精度が悪いため、今後の手
法の改良が必要である。テキストマイニング
をはじめとするデータマイニングにおいて
は、説明変数が数千以上である場合も多いた
め、ここで示された結果は、このような大規
模データにおいても正則化判別分析の適用
が可能であることを示すものであり、大規模
データ解析における有効な結果であるとい
える。 
 
（３）多次元の標本を英治言に射影した場合
の、最近隣までの距離の分布は、極値統計学
の結果から、ワイブル分布に従うことが示さ
れる。したがって、ワイブル分布のパラメー
タをいかに制度よく推定するかが問題とな
る。リサンプリングによる標本に基づいて推
定量を求める場合、推定量にはバイアスがあ
るため、これを補正して推定することによる、
分布の近似を行った。この近似の精度がリサ
ンプリングのサンプルサイズによってどの
ように変化するかを調べた。また、母集団分
布が正規分布以外の分布に従う場合の数値
実験も行った。その結果、リサンプリングに
基づく近似は母集団が正規分布以外の分布
をする場合でも有効であることが示された。
最近隣法はパターン認識の中でも基本的な
手法であるが、変量の次元が高い場合には計
算量が多くなるため、大規模データでの最近
隣を精度良く、かつ高速に求める手法が求め
られている。本研究により提案された近似法
を用いることで、大規模なデータでも、十分
実用的な計算量で最近隣の候補を選び出す
ことが可能となり、データマイニングなどへ
応用することができる。データを低次元に射
影することによる情報の損失があるため、最
近隣を取り出すことに失敗することがある
が、この確率を精度良く近似できれば、計算
量と誤り確率のトレードオフを評価するこ
とが可能となる。 
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