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研究成果の概要：  
 ２次元非コンパクトな piecewise Riemannian polyhedron 上に全曲率を定義し、その定義の
下での Cohn-Vossen 型の定理（全曲率の上からの評価）について研究を行った。実際には、強
い意味と弱い意味での２種類の定義を与え、上記の定理は強い意味の曲率のもとで成立し、弱
い意味の曲率のもとでは成立しないことを示した。更に、定曲率多面体の分類を研究するため
の手始めとして、平坦性を定義し、平坦な多面体を分類した。 
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１．研究開始当初の背景 
 滑らかな曲面上には、各点毎に曲面の曲が
り方を表す曲率が定まっている。これを曲面
上で積分したものを全曲率と言い、曲面の大

域的性質を特徴づける量となっている。リー
マン計量から定まる全曲率と位相不変量で
あ る オ イ ラ ー 標 数 と の 関 係 を 表 す 
Gauss-Bonnet の定理は、非常に有名であり、



古典的定理の観さえあるが、この定理の拡張
に関しては、高次元化や、特異点を含む空間
あるいは離散的空間への拡張など様々な研
究があり、現在も活発な研究がなされている。
特 に 、 Banchoff に よ る 一 般 次 元 の 
piecewise linear な有限複体のなす多面体
への Gauss-Bonnet の定理の拡張は、その後
の研究に対して示唆に富むものとなってい
る。しかし、この対象は有限複体、即ちコン
パクトな多面体となっており、非コンパクト
な多面体に関する研究は、今後の展開が待た
れる研究領域である。 
 一般に、コンパクトな空間の全曲率はオイ
ラー標数のスカラー倍となり、その位相構造
にしか関与しないが、非コンパクトな空間で
は、オイラー標数だけでなく無限遠における
広がり方（理想境界の大きさ）を表している。
本研究では、研究の対象を  piecewise 
Riemannian polyhedron（リーマン多様体上
の測地三辺形を張り合わせてできる局所有
限な複体の構造を持つ完備な多面体）と定め、
特に非コンパクトな場合について、その性質
を調べて行くことを目的としている。 
 既に、連携研究者である伊藤仁一氏との共
同研究により、２次元非コンパクトな 
piecewise Riemannian polyhedron 上に全曲
率を定義し、Cohn-Vossen 型の定理（全曲率
の上からの評価）を示すことができており、
この成果を発表しつつ、それを基にして、さ
らに研究を発展させ、例えば定曲率多面体の
分類などを目指す状況であった。 
 
 
 
 
 
 
２．研究の目的 
幾何学の分野においては、多様体に限らずア
レキサンドロフ空間などのより一般的な空
間を対象とした研究が盛んとなっている。本
研究でも、研究対象を２次元の piecewise 
Riemannian polyhedron（リーマン多様体上
の三辺形を張り合わせてできる局所有限な
複体の構造を持つ完備な多面体）という曲面
を一般化した空間として設定し、前項「研究
開始当初の背景」でも述べたように、この空
間を曲率（特に全曲率）の見地から特徴付け
ることを目的としている。 
 
 
 
 
 
 
 
３．研究の方法 

 本研究の特色は、「多面体」を研究対象と
し、リーマン幾何学の手法を用いて研究を
行っていることである。最近では、具体的
応用の見地から、離散化した空間（グラフ
や多面体など）上への幾何学的・解析学的
概念の拡張も盛んであり、様々な研究がな
されている。コンピューターによる解析な
どが一般的に行われる現代社会では、対象
を離散化して近似して捉えることにより、
様々な研究・調査がなされている。その中
にあって、グラフや多面体などの研究は、
それ自体重要なことになってきている。こ
のような研究においては、グラフをユーク
リッド空間などに埋め込んで研究する手法
もあるが、私は、離散化された空間の特徴
は、本質的にその空間上の演算によっての
み（他の空間への埋め込み方によらず）決
定されるべきであると思う。それこそが、
応用の可能性のあるものになると思われる。
また、本研究は研究対象の特質から、組み
合わせ理論的な手法なども駆使されるもの
となっている。 
 このような状況に鑑み、広く知識を求め、
研究会やセミナーに出席し、様々な分野の研
究者との交流を深めることが重要である。研
究の方法は、本研究が純粋理論的研究である
ことから、じっくりと考察を深め、例を構成
したり検証しながらアイデアを精選し実体
化させていくことであるが、そのためにも、
連携研究者をはじめとする研究者との研究
打ち合わせが重要である。その交流の中で、
本研究にも関連のある面白い問題に出会う
こともあり、それらについても検証して行く。 
 
 
 
 
 
 
 
４．研究成果 
(1) 2005 年度の成果 

研究代表者：大塚富美子 と 連携研究
者：伊藤仁一による共著の論文 “Total 
curvature of noncompact piecewise 
Riemannian 2-polyhedra”では、研究対
象の多面体上に２種類の全曲率を定義し、
強 い 意 味 で の 全 曲 率 の も と で は
Cohn-Vossen の定理の拡張が成立するこ
とを示すとともに、一般の曲面との違い
についても述べている。更に、等周問題
に関する結果が拡張されることも示して
いる。 
 また、Erratum to: “Structure of flat 
piecewise Riemannian 2-polyhedra”では、
平坦な多面体を定義し、平坦な多面体は
ある木 (tree) と １次元ユークリッド



空間 R との直積であることを示した。 
 更 に 、 伊 藤 氏 に よ る  polyhedral 
surface に関する考察など、いくつかの
関連する結果も得られている。 

(2) 2006 年度の成果 
２次元多面体の面の分岐を調べるには、
各頂点におけるリンクを見ればよい。リ
ンクは１次元の複体であり、グラフの研
究が大いに役に立つ。連携研究者：伊藤
仁一氏による論文“Tightness of Graphs : 
Realizations with the 
two-piece-property”はグラフに関する
ものであり、頂点のリンクの研究にも役
立つ可能性がある。また“Tetrahedra 
passing through a circular or square 
hole”は正四面体に関する論文、“On the 
length of simple closed quasigeodesics 
on convex surfaces”は凸曲面に関する
論文である。少しテーマは異なるもので
あるが、それぞれ本研究の研究対象にも
関連する対象に関する結果となっている。 
 連携研究者：大嶋秀明氏による論文
“Homotopy classes of self-maps and 
induced homomorphisms of homotopy 
groups”は位相不変量であるホモトピー
群に関するものであり、多面体の位相構
造の研究への利用が期待できる。 

(3) 2007 年度の成果 
連携研究者：伊藤仁一氏による論文
“Acute triangulations of the regular 
dodecahedral surface”は正１２面体に
関するものであり、本研究の研究対象に
関わるものである。また、多面体の位相
構造を調べるためには測地線の最小軌跡
ややホモトピー群の研究は有効であり、
“Cut loci and distance functions”は
測地線の最小軌跡に関する論文であり、
これも本研究の研究対象に関連するもの
となっている。 

(4) 2008 年度の成果 
連携研究者：大嶋秀明氏による論文“A 
quotient group of the group of self 
homotopy equivalences of SO(4)”はホ
モトピー群に関する論文であり、連携研
究者：伊藤仁一氏による論文“Acute 
triangulations of flat tori”は、鋭角
三角形による平坦トーラスの三角形分割
に関するものである。ともに本研究の研
究対象に関連するものとなっている。 
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