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研究成果の概要： 

3 次元多様体、特に結び目の補空間を主な研究の対象としてその基本群の有限体上の線型表現、

それを用いて定義される不変量、及びそれらと多様体の幾何学的な構造との関係について研究

した。特に表現としては 2 次元特殊線型群への表現を扱った。具体的にはコンピュータを用い

て,与えられた結び目に対する具体的な線型表現、線型表現の共役類の個数、twisted Alexander

多項式の計算を行い、それらを用いて結び目の補空間の間の全射準同型写像の存在や写像度の

計算などに関する系統的な研究を行った。 
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１．研究開始当初の背景 

基本群の線型表現を用いた位相不変量とし
て twisted Alexander 多項式の研究が 1990
年代から盛んに行われていた。この不変量は
古典的な Alexander多項式の線型表現付き結
び目の不変量としての精密化である。従って
様々な Alexander 多項式に関する性質や
fiber 構造を初めとして幾何学的な構造との
関連も解明されつつあった。一方でこうした
不変量の理論的な研究とは独立にコンピュ

ータの進歩に伴い、これまであまり具体的に
計算を実行することができなかった不変量
が非常に大規模に計算をすることが可能に
なってきていた。そこでこれまで以上に多く
の具体例を研究するために、まず計算の自動
化とデータの整理が必要となっていた。また，
得られた大量の計算結果を用いて、新しい事
実を解明する事が可能になりつつあった。 
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２．研究の目的 

本研究の当初の目的は、 

(1). 3 次元多様体の基本群の有限体上の線型
表現に関する計算の自動化、 

(2). 表現から定義される位相不変量の具体
的な計算とデータベース化、 

(3). 幾何構造との関係についての研究、 

の３つであった。 

特に位相不変量としてまず取り扱うものと
して想定していたものは，２次元特殊線型群
に対する twisted Alexander 多項式である。 

 

 

３．研究の方法 

コンピュータを用いて位相不変量を大量に
計算するための計算ソフトを自主開発する
ことはせず、これまで他の結び目の研究者に
より開発された幾つかのソフトをそのまま、
あるいは改良して用いた。特に堀江啓一氏
（SoftwareCradle）の開発した Dr. K をこの
研究に適するように改良を行った。 

同時に共同研究者の鈴木正明氏（秋田大学）
がMathematicaを用いてプログラムを組み、
計算の信頼性を高めた。 

結び目をコンピュータで扱うためには、和田
昌昭氏（大阪大学）により導入された n-data

と呼ばれる結び目のコード化を用いた。 

また幾何学的な構造としては結び目群の間
に全射準同型写像を考えた。全射準同型写像
自体は代数的な対象であるが、degree 1 map

や結び目の周期など幾何学的な構造と密接
に関連していることが分かっており、古典的
な Alexander 多項式との関連も研究されて
きているので、これを扱った。 

理論的には Alexander 多項式の理論の
twisted Alexander 多項式への精密化を一つ
の方向性として考えた。 

 

 

４．研究成果 
主な研究成果は以下の通りである。 
 
(1). 和田昌昭氏、鈴木正明氏との共同研究と
して、一般の有限表示群の間に全射準同型写
像が存在するための必要条件を twisted 

Alexander 多項式の言葉を用いて求めた。こ
れは古典的な Alexander 多項式に関する全
射準同型写像存在のための必要条件の精密
化になっている。また twisted Alexander 多
項式は表現を取り換える毎に得られるため、
この結果は無限個の必要条件を求めたこと
になり、対偶を考えれば、全射準同型写像の
非存在に関する無限個の十分条件が得られ
たことになる。この十分条件はコンピュータ
を用いることにより具体的に計算可能・判定
可能であり、非常に強力な道具となりうる。 

 

(2). 実際にこの条件を用いて鈴木氏との共
同研究で、10 交点以下の交点数を持つ素な結
び目に関して、どの結び目の組み合わせに対
して全射準同型写像が存在するかを完全に
決定した。これは理論的な位相不変量の研究
を具体的に使った研究として高く評価され
ている。 

 

(3). 鈴木氏とは研究をさらに進めて、10 交点
以下の場合で具体的に得られた全射準同型
写像に関してはその存在の幾何学的な理由
に関して研究を行った。幾つかの場合に関し
ては、周期、あるいは degree 1 map などそ
の理由を確認した。 

 

(4). この仕事をさらに松本峰子氏（創価大）、
堀江氏、鈴木氏の 4 人の共同研究として、11

交点以下の交点数を持つ結び目に関しては
全射の存在を完全に決定した。 

(5). 無限次元ユニタリ表現を用いた多様体
の位相不変量の一つである L2-torsion に関
して円周上の曲面束の構造をもつ場合に森
藤孝之氏（東京農工大）と共同で研究を行っ
た。幾何構造とのその値の関係に関して結果
を得た。 

 
有限体上の線型表現に限ることによりコン
ピュータを用いた計算が可能になり、それら
を大規模に使うことにより全射準同型写像
という限られた状況ではあるが、本研究の取
り組みとしては十分な成果を上げることが
できたと考えられる。 
今後の課題としてはさらに交点数の高い結
び目に関する研究、全射準同型写像と幾何学
的な構造との関連などが挙げられる。 
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