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研究成果の概要：「任意の２点に対して、その２点を含み２点間の距離を直径とするような強閉

（Strongly closed）な部分グラフが存在する」という性質を持つ距離正則グラフを研究した。 

その具体例としては「Odd, Doubled Odd, Doubled Grassmann, Hamming, Dual polar, Hermitian 

forms」という距離正則グラフの無限系列に属するグラフがよく知られている。 

本研究においては、いくつかの条件の下で、そのような距離正則グラフは上記の無限系列に属

するグラフのいずれかであることを証明した。 
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１．研究開始当初の背景 
 

 代数的な組合せ構造をグラフに表現したも

のの多くは距離正則という強い正則性を満た

している。また、代数構造の部分構造と表現

されたグラフの対応する部分グラフの間には

密接な関係がある。 

 これらのことから、距離正則グラフとその

部分グラフの構造を調べることは、代数的組

合せ構造とその部分構造を調べる上でとても

重要である。 

 距離正則グラフの研究は主にその表現行列

の持つ性質や、表現行列が生成する代数の研

究が中心であり、グラフの構造に大きく踏み

込んだ研究はあまりなされていなかった。特

に、正則性の高い部分グラフを取り出すとい

うことに対する一般的な議論や手法は、ほと

んど何もない状態であった。一方、実際に存

在する例を調べれば、距離正則グラフの中に

距離正則部分グラフたちが列をなして存在し、

包含関係に関する美しい順序集合の束を形成

しているものが多く存在している。したがっ
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て、一般においてもグラフの構造の一部分を

与えることによって、そこから正則性の高い

部分グラフを取り出し、それらを組合せるこ

とによって、グラフが美しい部分グラフの束

を持つようにグラフ全体の構造を構成できる

のではないかと考えられる。これは距離正則

グラフの研究において、構造から踏み込んだ

新しい発想による研究であり「構造論」とい

えるものである。これまでの表現行列や表現

代数を用いた「表現論」との融合によって距

離正則グラフの研究が飛躍的な進展をとげる

ことが期待される。 

 

 
 
２．研究の目的 
 
(1)「部分グラフを取り出す手法の改良。」 

研究当初にあった手法が有効に活用できる

ためにはグラフのパラメーターに一定の条

件が必要であった。さらに多くのグラフに

対しても活用できるよう手法を改良するこ

とを目的とした。 

 

(2)「構造論に関する共同研究」 

 部分グラフを取り出す手法によって、 い

くつかの新しい結果が得られていた。 これ

は「構造論」というべき新しい研 究である。

すでに多くの国内外の研究 者と共同研究を

はじめており、これら 

 を引き続き行っていくことによって、 理

論として確立し、それらが距離正則 グラフ

の研究において、重要であるこ とを広く知

らすことを目的とした。 

 

(3)「代数的組合せ構造への応用」 

 代数的組合せ構造を表現した距離正則 グ

ラフにおいて、その部分グラフは組 合せ構

造における部分構造に対応して いる。それ

らの組合せ構造を専門に研究する研究者との

共同研究によって、 上記の手法から得られ

る距離正則グラフにおける結果が組合せ構造

において どのような結果を意味するのかを

明ら かにすることを目的とした。 

 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 距離正則グラフとその部分グラフのパラ

メーターの関係について実際に存在する例に

ついて調べる。共通に成り立つような関係を

見つけ出し、同様の関係が一般に成り立たな

いかを調べる。 

 

(2) 距離正則グラフの研究者と共同研究をさ

らに活発に行う。特に海外の研究者と積極的

な討論を行うことによって、更なる改良点や

問題点を明確にする。 

 

(3) 代数的組合せ構造を専門的に研究する研

究者と討論を行うことで、その組合せ構造か

ら得られた距離正則グラフとその部分グラフ

の関係が、もとの組合せ構造と部分構造のど

の部分に対応をしているのかをひとつひとつ

明確にしていく。どの性質が特に重要である

のかを見極めていく。 

 
 
 
４．研究成果 

 

条件 (*) 「任意の２点に対して、その２点を

含み、２点間の距離を直径とする強閉な部分

グラフが存在する」をみたすような距離正則

グラフの研究を行った。 

 得られた結果は次の通りである。 

 

 

(1)「２部正則部分グラフによる特徴付け」集

合の部分集合族やベクトル空間の部分空間族

に自然な形で定義された Odd,Doubled Odd,D

oubled Grassmann という３つの距離正則グ

ラフは部分集合の束や部分空間の束に対応し

て自然な形で部分グラフの束を含んでいる。

特に、直径が偶数の部分グラフは全て２部正

則という性質を満たしている。本研究におい

ては「２部正則である部分グラフを含む」と

いう条件の下でそのような距離正則グラフは

上記の３つのグラフのいずれかであることを

証明した。 

 

(2) 「パラメーターによる特徴付け」 

Odd, Doubled Odd という２つの距離正則グ

ラフに対して、距離正則性を表すパラメータ

ー全てを与えたときグラフの特徴付けが可能

であることは既に証明がなされていた。本研

究においてはパラメーターのある一部分が与

えられたならば、そこから部分グラフの存在

性と、そのパラメーターが得られ、上記の結

果を応用することで、元のグラフの特徴付け

が可能であることを証明した。 

 

(3) 「Delsarte clique graph の構造」 

距離正則グラフはその最小固有値によって c

lique (完全部分グラフ) のサイズの上限が

与えられる。この上限を満たすものは Delsa



 

 

rte clique と呼ばれ、符号理論における完全

正則符号という性質を持つ、興味深い研究対

象である。知られている多くの距離正則グラ

フは「各辺が定数個の Delsarte clique に含

まれる」という性質を満たしている。そのよ

うな性質を満たす距離正則グラフの研究を行

い、Delsarte clique の完全正則符号として

のパラメーターから、距離正則グラフの正則

性を示すパラメーターを表現する関係式を与

えることに成功をした。また、あるパラメー

ターの値が小さいものに関しては、そのよう

なグラフを完全に分類することに成功をした。 

  
(4) 「不等式と等号成立時の特徴付け」 

条件 (*) を満たす距離正則グラフにおいて、

ある部分構造が完全グラフとなるようなもの

を考察した。具体例としては、 

Odd, Doubled Odd, Hamming の３つの距離正

則グラフが知られている。本研究においては

そのような距離正則グラフは上記の３つのグ

ラフのいずれかであることを証明した。また、

距離正則性を満たすパラメーターに対する一

般的ないくつかの不等式を新たに発見した。

これら、いくつかの不等式における等号成立

条件によって、Hamming, Dual polar ２つの

グラフの特徴付けに成功をした。 

 

(5) 「Design の構成」 

条件 (*) を満たす距離正則グラフにおいて、

与えられたある部分グラフを含み、直径が１

つ大きい部分グラフ全体と２つ大きい部分グ

ラフ全体が作り出す構造を数学的に考え、そ

れが Design と呼ばれる代数構造となること

を示した。(4) の結果で得られたいくつかの

不等式はこのDesign のパラメーターを計算

することによっても得られることがわかり、

等号成立条件も Design の言葉で解釈するこ

とができた。また、Design のパラメーターを

考察することにより、さらにいくつかの距離

正則グラフのパラメーターに関する新しい不

等式を得ることに成功した。 

 

(6) 「完全正則な部分構造」  

条件 (*) を満たす距離正則グラフの具体例

においては、その部分グラフが「完全正則（C

ompletely regular）」という符号理論におけ

る符号に対応した構造を持つ場合がある。完

全正則な部分グラフを持つ距離正則グラフを

考察し、部分グラフの完全正則性を表すパラ

メーターと距離正則グラフの正則性を示すパ

ラメーターとの関係の公式化を行った。これ

を用いて、そのような距離正則グラフは一部

の例外的な場合を除いては、Hamming, Dual 

polar, Hermitian forms のいずれかのグラ

フであることを証明した。 

 

(7)「完全正則な部分構造の存在条件」  

条件 (*) を満たす距離正則グラフのパラメ

ーターが与えられた時、そのパラメーターか

ら完全正則な部分構造が存在するかどうかを

判定することに成功した。存在する場合には

完全正則な部分構造の完全正則性を表すパラ

メーターを距離正則グラフの正則性を示すパ

ラメーターから計算する公式を求めることに

成功した。この結果を用いて、Hamming, Dua

l polar,Hermitian forms などのよく知られ

ている距離正則グラフの族に対しては、完全

正則な部分構造の存在が再証明された。また、

いくつかの距離正則グラフの族には一般的に

完全正則な部分構造が存在することが証明さ

れた。 
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