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研究成果の概要：

Nehari多様体上には汎関数の値を最小にする関数が存在しない場合や Palais-Smale条
件が崩れる等、臨界点を求めるのに困難が伴う汎関数が対応する楕円型方程式に対し、

正値解や符号変化解の存在やその多重性についての結果を得た。
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１．研究開始当初の背景

1990 年代に、様々な楕円型方程式に対する
符号変化解が得られていたが、多くの論文

には証明にギャップがあることが、2004年の
Clapp-Wethの論文で指摘された。そのギャッ
プとは、ソボレフ空間における汎関数 u 7→∫
|∇u+|2 dx が微分可能としていたことであ

る。このギャップは以前にも Struweによって
指摘されていたが、多くの研究者は気づいて

いなかった。また、例えば
−∆u =

λ

|x|2
u + |u|4/(N−2)u in Ω,

u = 0 on ∂Ω

の正値解の多重性についてはよくわかってい

なかった。ただし、Ωは RN (N ≥ 3)におけ
る有界領域で、λは正のパラメタである。

２．研究の目的

解の存在を議論しようとしている方程式に対

して、これまでの研究手法を適用しようとし

た際、どこに難しさがあるのかを明らかにし、

どのような理由で求めたい解を得ているのか

を明らかにしたいと考えている。研究開始当

初の背景欄で述べた符号変化解の存在につい

ては、単に証明のギャップを埋めるだけでは

なく、これまでに研究されていたよりも扱い

が難しい状況で符号変化解を求めることを目

標とした。また、符号変化解に限らず、いわ

ゆるPalais-Smale条件が崩れるような状況に
おける楕円型方程式の解の存在およびその多

重性を示すことを目標とした。

３．研究の方法

(1) 日々の活動として、研究課題について考え、
考えたことをノートに書く。また、論文や本

を読んで新しい情報を仕入れ、理解したこと

を整理してノートに書く。

(2) 毎週セミナーを行ない、連携研究者や学生
とディスカッションを行なう。

(3) 学会・研究集会などで情報収集を行なう。
(日本数学会の年会および秋季総合分科会に
は必ず出席し、情報収集を行なった。その他、

研究課題に関連する数理解析研究所の研究集

会や、他大学で開催されるセミナーにできる

限り出席した。)

(4) 学会・研究集会などで研究成果の発表を行
なう。(具体的には、５の [学会発表]欄を参照
のこと。)

(5) 他大学の研究者から専門的知識の提供を受
けた。(横浜数学セミナーを年に何度か開催し、
他大学の教員を招いて講演をお願いした。)

４．研究成果

(1) N ≥ 4, 2∗ = 2N/(N − 2)とし、Ω(⊂ RN )
は 0を含む非可縮な有界領域で、その境界は
滑らかとする。λ > 0が十分小さいとき、

−∆u =
λ

|x|2
u + |u|2

∗−2u in Ω,

u = 0 on ∂Ω

は少なくとも catΩ−1個の正値解を持つこと
を示した。ただし、catΩは、Ωの Lusternik-
Schnirelmannの意味でのカテゴリーである。

I(u) =
1
2

∫
Ω

(|∇u|2 − λ

|x|2
|u|2) dx

− 1
2∗

∫
Ω

|u|2
∗
dx

N = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} : 〈I ′(u), u〉 = 0}

によって、汎関数 IとNehari多様体N を定め
ると、この問題はN 上では Iの最小値を達成

する元が存在しないという難しさがある。こ

のような問題に対して解の個数をカテゴリー

を使って評価した初めての結果である。証明

には相対カテゴリーを用いた。定理の仮定に

は相対カテゴリーについての記述はなく、証

明においてのみ相対カテゴリーを用いた点も

目新しい。

(2) N ≥ 3, 2∗ = 2N/(N − 2)とし、Ω(⊂ RN )
は有界領域で、その境界は滑らかとする。d >

0が十分小さいとき、楕円型方程式

−d2∆u + u = f(u) in Ω,
∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω

の符号変化解の個数は、下から cat(C(∂Ω)×
[0, 1]2, C(∂Ω) × ∂[0, 1]2) で評価できること



を示した。非線型項 f の仮定は、f の微分

可能性やいわゆるAmbrosetti-Rabinobitzの
優線形条件は仮定せずに、 1© f ∈ C(R, R),
f(0) = 0 2© f(t)/|t|2∗−1 → 0 (|t| → ∞)
3© t 7→ f(t)/t は、(0,∞) において狭義単
調増加で、(−∞, 0)において狭義単調減少 4©
f ′
+(0), f ′

−(0) ∈ (−∞, 1) ただし、f ′
±(0) =

limt→±0 f(t)/t (v) f(t)/t → ∞ (|t| → ∞)
を仮定した。考えている問題は、{

−∆u + u = f(u) in Ω/d,

∂u/∂ν = 0 on ∂Ω/d

と同値であることを注意する。f の微分可能

性やAmbrosetti-Rabinobitzの優線形条件を
仮定しないので、Palais-Smale-Cerami列の
極限関数として現れ得る方程式の球対称性は

期待できない等様々な困難がある。しかしな

がら、F を f の原始関数として、

Φd(u) =
∫

Ω/d

{(|∇u|2 + |u|2)/2 − F (u)} dx

と定め、

Nd = {u ∈ H1(Ω/d) \ {0} :

(∇Id(u), u) = 0},

Md = {u ∈ H1(Ω/d) : u± ∈ Nd}

と置き、dn → 0, Idn(un) → c, dist(un,Mdn)
→ 0 のときの {un}の挙動をはっきりさせる
ことが、解の個数の評価につながった。ここ

で、c > 0は、dn → 0, dist(un,Mdn) → 0
を満たす場合の {Idn(un)}が近づき得る値の
下限である。

(3) N ≥ 3, 1 < p < (N +2)/(N −2), 0 < λ <

(N − 2)2/4とする。方程式{
−∆u + u = |u|p−1u in RN ,

u ∈ H1(RN )

に対する正値解の最小エネルギーを cとする。

このとき、方程式{
−∆u + u − λu/|x|2 = |u|p−1u in RN ,

u ∈ H1(RN )

の符号変化解で、エネルギーが 2cより小さ

いものが 2つ存在し、λ > 0が十分小さけれ
ば、それらは区別出来ることを示した。

(4) Ω は RN (N ≥ 3) の有界領域とし、2∗ =
2N/(N − 2)と置く。p : Ω → (2, 2∗]は Ωの
ある点で 2∗ を取る変動指数とし、方程式

−∆u = |u|p(x)−2u in Ω, u = 0 on ∂Ω

の正値解の存在について論じた。W 1,2
0 (Ω)か

ら Lp(·)(Ω)への埋め込みはコンパクトになる
ことについての十分条件を提示し、その結果

として、上記方程式の正値解の存在を示した。

(5) 次の楕円型問題に対して、解の多重存在に
ついての結果を得た。{

−∆u + µu = Q(x)|u|p−1u in RN ,

u ∈ H1(RN ),

ただし、µ > 0, N ≥ 3, 1 < p < (N +
2)/(N − 2), Q ∈ C(RN , R)とする。Q(x) →
1(|x| → ∞) とし、Q は異なる 2 点で最大
値M をとるとすると、十分大きな µ > 0に
対して、少なくとも 3つの正値解と、少なく
とも 4 つの符号変化する解の組が存在する
ことを示した。この定理と似たものが Cao-
Noussair[AIHP 13, 1996]によって得られて
いるが、彼らの証明は、一般には成立しない

u 7→
∫

RN |∇u+|2 dx : H1(Ω) → R の微分
可能性を使っているというギャップがある。

また、

N∗ = {u ∈ H1(RN ) : u± 6= 0,∫
RN

(|∇u±|2 + µ|u±|2) dx

=
∫

RN

Q(x)|u±|p+1 dx},

Iu =
1
2

∫
RN

(|∇u|2 + µ|u|2) dx

− 1
p + 1

∫
RN

Q(x)|u|p+1 dx

と置くと、Cao-Noussairが議論している符号
変化する解は、N∗における Iの極小解に対応

するものだけであるが、ここでは、mountain
passに対応するエネルギーの高い解の存在も
示した。Qの挙動に付加条件をつけて、さら

にエネルギーが高い解の存在も示した。つま

り、先ほどの解は線に対する mountain pass
で得られたものであるが、最後の解は、面に

対するmountain passで得られたものである。



(6) 次のNeumann問題に対して、解の多重存
在についての結果を得た。−∆u + λu = |u|2

∗−2u + f in Ω,

∂u

∂ν
= 0 on ∂Ω

ただし、ΩをRN (N ≥ 5)の有界領域で、その
境界 ∂ΩはC2の意味で滑らかとし、λ > 0と
する。2∗ = 2N/(N − 2)である。|f |2∗/(2∗−1)

が十分小さい任意の f ∈ LN/2(Ω)に対し、上
記問題は少なくとも 4つの解を持ち、少なく
ともそのうちの 1つは sign-changingである
ことを示した。この定理とほとんど同じ結果

が Tarantello[Manus. Math. 81]によって報
告されている。しかし、その証明において、

sign-changingな解を求める際に、一般的には
成立しないu 7→

∫
RN |∇u+|2 dx : H1(Ω) → R

の微分可能性が使われているという難点があ

る。この論文では、u 7→
∫

RN |∇u+|2 dxの微

分可能性を使わなくても、上記の結果が成り

立つことを示した。汎関数 I : H1(Ω) → R
を、

Iu =
1
2

∫
RN

(
|∇u|2 + λ|u|2

)
dx

− 1
2∗

∫
RN

|u|2
∗
dx −

∫
RN

fu dx

と定め、Λ− =
{
u ∈ H1(Ω) : 〈I ′(u), u〉 =

0, 〈I ′′(u)u, u〉 < 0}, Λ−
∗ =

{
u ∈ H1(Ω) :

u+, u− ∈ Λ−}と置く。このとき、Iu = inf I(Λ−
∗ )

を達成する元 u ∈ Λ−
∗ が存在することを示し

た。しかし、Λ−の場合と違ってΛ−
∗ はC1-多

様体ではないので、この uが I の臨界点であ

ることはきちんと示す必要があるが、それを

解決した。
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