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研究成果の概要：作用素単調関数の逆関数全体を初めて考察し、積について閉じていることを

証明した。そして、二つの関数に関する Majorization の概念を導入して 作用素不等式を統一

的に一般化した。この Majorization の概念は古典的な二つの数列に関する Majorization の概

念の拡張であることを示し、実解のみを持つ多項式、特に直交多項式系に応用した。また、凹

関数による行列値関数の固有値分布についての既存の結果を大きく拡張した。 
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１．研究開始当初の背景 

（１）実軸上の開区間で定義された作用素単
調関数については、それが複素平面の上（下）
半平面に解析接続でき、その像も同じ半平面
にあるという Loewner の定理によって、実
軸上の測度を用いて積分表示されることが
分かっていた。しかし、具体的な作用素単調
関数はそれほど知られていなかった。例えば、
(0, ∞)における作用素単調関数は、指数が１
より小さい冪関数、対数関数など僅かであっ
た。実際、この区間で増加している、多項式
の逆関数が作用素単調であるかどうかは研

究された形跡もなく、Loewner の定理を用
いても簡単には判定できない。 

（２）作用素冪についての古田氏の巧みな不
等式や、安藤氏による作用素指数関数につい
ての不等式についての多くの論文が発表さ
れ、エンドレスの状態であった。 

（３）(0, ∞)における正の作用素単調関数 f 

による行列関数、あるいは f の逆関数による
行列関数の固有値分布についての安藤-Zhan

の結果は著名であった。この結果をもう尐し
一般的な関数まで拡張することが望まれて
いた。 
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２．研究の目的 

(１）作用素単調関数を体系的に構成する手法
を発見し、作用素不等式の研究に新方向を資
することがこの研究の目的である。 

具体的には次のようになる。 

実軸の区間 I で定義された連続関数 f(t) に
ついて、 I にスペクトルを持つすべての有界
自己共役作用素（あるいは行列）X に対して 

f(X) が定義できる。この作用素関数  X → 

f(X) を作用素順序と固有値分布の観点から
解析する。 

A ≦ B ⇒  f(A)≦ f(B) 

を満たすとき、f は I 上の作用素単調関数と
呼ばれ、f∈ P(I) と表される。特に 0≦ f の
とき 

f∈ P+(I) と表す。 

また、g(I)=[0,∞), g-1 ∈ P[0,∞) のとき、 

g∈ P+-1(I) とかく。 

P+(I) × P+-1(I)⊂ P+-1(I) 

P+-1(I) × P+-1(I)) ⊂ P+-1(I) 

を示すことが第一の目的である。 

（２）f(t)、g(t)を実軸の区間 I で定義さ

れた連続関数 とする。 

自己共役作用素（行列）A, B について   

    g(A) ≦ g(B) ⇒  f(A)≦ f(B) 

を満たすとき、g をf の優関数(majorizatio

n) と呼ぶ。実解のみを持つ二つの多項式につ

いては、その実数の解の集合に対する sub-m

ajorization から自然に導入される sub-maj

orization の古典的概念がある。多項式 f, 

g についてはその零点の集合に古典的なsub-

majorization の関係があれば、上に述べた  

majorization の関係が成立することを示す
ことがもう一つの研究目的である。その中で、
実多項式の逆関数が作用素単調になるか研
究し、直交多項式系に応用する。 
（３）上の(1),(2) の結果を用いて、古田氏や
安藤氏の作用素不等式を統一的に一般化す
ることも大きな目的である。 

（４）（１）の結果を使い、作用素単調関数
による行列関数の固有値分布についての安
藤-Zhan の結果を一般の関数に拡張するこ
とも目的である。 

 

３．研究の方法 

（１）作用素単調関数を体系的に構成するた
めに、逆関数全体の集合を研究した。それま
でには、このような研究はなかった。 

（２）作用素不等式の研究のために、関数の
間に Majorization の概念を導入した。 

（３）（１）で述べた、作用素単調関数の逆
関数全体が作る集合の閉包を研究した。たと
えば、任意の増加凸関数に収束するような関
数列をこの集合の中かで構成できるか研究
した。 

 
４．研究成果 
（１）新しい作用素単調関数を体系的に構築
することに成功した。そのアイデアは、作用
素単調関数の逆関数全体の集合を考えたこ
とである。そしてこの集合が大変よい性質を
持っていることを示した。たとえば、広義一
様位相で閉じていること、関数の積で閉じて
いること、作用素単調関数をかけても閉じて
いることを示した。もう尐し具体的に記述し
よう。 

区間 I で定義された 正の作用素単調関数全
体を P+(I), log f が作用素単調であるような  

f 全体を LP+(I), 定義域が I, 値域が(0,∞), 

逆関数が作用素単調であるような関数全体
を P+-1(I) と書く。P+-1(I) は積の演算で閉じ
ていて、LP+(I) の関数の掛け算で不変である
ことを示した。 

関数 k, h について  

k(A)≤ｋ(B） ならば  h(A)≤ｈ(B) 

が成立するとき、k は h の majorization 

と呼ぶ。 g, k がそれぞれ LP+(I), P+-1(I) 
に属し、f, h の majorization であるとき、
積 gk は積 fh の majorization になること
を示した。 

（２）この majorization が、二つの多項式
の間の古典的な majorization  の概念の拡
張になっていることを示した。そして、実解
のみを持つ二つの多項式、特に直交多項式系
に作用素単調の理論を応用した。 

作用素不等式の統一的な理論－不等式を得
た。これは、上記の作用素単調関数の逆関数
の集合についての結果と、majorization の概
念を使うことによって証明された。この不等
式は、日本人によって証明されたほとんどの
不等式を含むと共に、新しい具体的な作用素
不等式を作ることができる。 

（３）二つの増加直線に対して、大きいほう
の値をとる関数は、典型的な凸関数であるが、
これに収束するような作用素単調関数の逆
関数の列を構成することに成功した。このこ
とを使って、フランスの数学者 Bourin と
次のことをしめした。 

半直線 [0, ∞) 上の正値凹関数を h(x) とす
れば、  

h(a + b)≦h(a)+h(b)  

が正の数 a, b について成立しているが、 

行列 A, B についても 

Trace h(A+B)≦Trace h(A)+h(B) 

が成立するだけではなく、Trace のほかにす
べての ユニタリ不変ノルムについても 

同じ不等式が成立することを示した。 

この結果は、このような不等式が作用素単調
関数  h については成立するという著名な 

Ando-Zhan の定理を大幅に拡張したもので
ある。 
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