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研究成果の概要：勾配的 Morse-Smale 制御系の理論は初めての本格的な大域非線形制御理論と

して建設が進められている日本発の次世代の制御理論である。本研究課題では位相幾何学的な

対称性を考慮した勾配的 Morse-Smale 制御系の設計と解析の具体的な手順を詳細に検討したう

えでアルゴリズム設計を進め、その結果に基づいて種々のプログラムパッケージを開発した。 
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 直接経費 間接経費 合 計 
２００５年度 1,500,000 0 1,500,000 
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２００７年度 500,000 150,000 650,000 

２００８年度 600,000 180,000 780,000 

  年度    
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研究分野：工学・非線形制御理論 
科研費の分科・細目：電気電子工学・制御工学 
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コンパクトアトラクタ、Conley 指数理論、Morse ホモロジー 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) 台車振子系やアーム振子系などの劣駆
動系は非線形非最小位相系に属し、厳密線形
化と呼ばれる非線形制御の代表的な手法を
使用できない。筆者らはこのような系の大域
制御を念頭において、勾配的 Morse-Smale 制
御系とよぶクラスの制御系を研究してきた。 
 
(2) 勾配的Morse-Smale力学系の構造をもつ
閉ループ系を勾配的Morse-Smale制御系とよ
ぶ。このクラスのシステムは一般に有限複数
個の双曲型特異点（以下、双曲点）をもつ。
局所的な非線形制御理論では漸近安定点の

みを有するただひとつの構造を検討の対象
とする。一方、勾配的 Morse-Smale 制御系で
は、与えられた特異点数データを満足し、位
相幾何構造の異なるコンパクトアトラクタ
を数え上げるという種類の問題（大域的問
題）が発生する。 
 
(3) 例えば、無理のない設計条件（全部で14
個の双曲点をもつ）のもとで台車振子系の大
域漸近安定化問題を検討すると、約 170 万通
りの異なる位相幾何構造をもつコンパクト
アトラクタが出現する（ただし、最も基本的
な分類による）。これらのうちのどれがフィ
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ードバックによって実現可能であるのか。ま
た、それらの定性的な違いは何かをどのよう
にして示せばよいのか、という重要な課題が
存在する。そこで、位相幾何学的な対称性の
概念を導入すると、この候補を数千通りまで
絞り込むことができるだけでなく、解の定性
的な挙動を理解するうえでも有用である。 
 
(4) 台車振子系やアーム振子系などの大域
漸近安定化問題は未だに解かれていない。本
研究の方法では、フィードバックによって実
現するべき大域コンパクトアトラクタの内
部構造を予め特定してから設計を進める。そ
して、その位相幾何学的構造に同伴する
Morse-Smale 関数とよぶスカラー関数を手が
かりとしてその設計や解析を系統的に進め
ることがある程度まで可能である。従来の制
御 Lyapunov 関数とは非常に異なる性質をも
つことが予想されており、その詳細な解明が
待たれる。 
 
 
２．研究の目的 
  本研究の目的は、状態空間の次元が 2次元
以上8次元程度以下の一般的な非線形制御系
について、ある平衡点に大域的に漸近安定化、
あるいは相対漸近安定化させる微分可能な
状態フィードバック制御則を求めるための
設計・解析支援プログラム群を開発すること
である。閉ループ系は勾配的 Morse-Smale 制
御系のクラスに限定し、開発に際しては位相
幾何学的な対称性の概念を導入して、プログ
ラムの簡素化と計算時間の短縮を図る。開発
したプログラムはインターネット上でその
一部を公開する。 
 
 
３．研究の方法 
(1) 勾配的 Morse-Smale 制御系の設計方法
は、次の三種類に大別できる。 
① 対称性の概念に基づく発見的方法 
② 制御軌道の逆問題を解く方法 
③ 制御 Lyapunov 関数（同伴 Morse-Smale

関数）を用いる方法 
①および②は適用対象に制限があり、③は万
能な方法であると期待されるが、多くの技術
的な困難が存在する。 
 
(2) 本研究では、上記の三種類の方法を統
合して、勾配的 Morse-Smale 制御系の設計と
解析を次の手順で再構築することを試みる。 
① 特異点配置問題の解析 
② ホモロジー接続行列の解析 
③ システムの対称性の解析 
④ ホモロジー接続行列に同伴する

Morse-Smale 関数の生成と解析 
⑤ Morse-Smale 関数に対する固有接点集

合および境界接点多様体の解析 
⑥ 連続フィードバック制御則の生成・解析 
⑦ 勾配的 Morse-Smale 制御系の位相幾何

構造の確認・解析 
 
(3) 双曲点の不安定多様体の次元を Morse
指数とよぶ。各 Morse 指数毎の双曲点数の組
を特異点数データ、それに安定点の位置を追
加したものを特異点データとよぶ。(2)の①
では状態方程式から特異点データを導く。②
③④⑤は特異点数データから対応するコン
パクトアトラクタを数え上げ、それを記述す
るデータを生成する段階である。⑥において
は以上の種々のデータに基づき、(1)で示し
た三種類の設計手法を試行する（無理なく試
行できるための有用なツールの開発が望ま
れる）。⑦において、設計された閉ループ系
の位相幾何学的な妥当性を確認する。 
 
(4) 本研究では以上の７段階の手順の詳細
をアルゴリズム化し、対応するプログラムを
C 言語等で実装する。ただし、今回の開発で
はアルゴリズムの汎用性をある程度まで犠
牲にしても、システムの対称性の概念の導入
によって、アルゴリズムの簡素化と計算の実
行時間の短縮を図る。 
 
 
４．研究成果 
(1) コンパクトアトラクタの逆問題 
 一般に勾配的Morse-Smale流れのコンパク
トアトラクタは正規 CW 複体の位相幾何構造
をもつ。特異点数データと状態空間の Betti
数データから状態空間に埋め込まれた正規
CW 複体を全て求める問題をコンパクトアト
ラクタの逆問題と呼んでおく（本研究の設計
法は指定された内部構造をもつコンパクト
アトラクタの実現を目指す。そのため、実現
可能なコンパクトアトラクタのデータベー
スを構築する必要がある）。 
 
(2) Z2 係数結合行列の数え上げ 
 特異点数データと状態空間のBetti数デー
タが与えられると、継承関係にある胞体間の
結合係数が作る行列の自明でない部分行列
の階数を決定できる（Morse 方程式）。決定で
きる行列はブール行列であり、非自明な要素
は k-胞体の境界に現れる(k-1)-胞体数の偶
奇性を表す。一方、勾配的 Morse-Smale 流れ
の Morse指数 kの双曲点の不安定多様体に適
当な向きを与えたものを k次の R加群の元と
するとき、その次数付き R加群が複体を形成
する条件は、対応する行列の２乗が零行列と
なることである。これに、特別な次元のサド
ル点に関する条件を考慮すると、Z2 係数
（Z2={0,1}）の結合行列を全て数え上げるこ
とができる。 



 双曲点の総数を#lとすると、その候補は 2
の#l 乗より多くはない（現バージョンは
#l=64 ビット、約 1.8×10 の 19 乗未満として
制限している）。これを同一指数の双曲点の
順番の入れ替えによって互いに移り替わる
行列ごとに類別してデータ構造を多層化し、
データ総数を圧縮するアルゴリズムを組み
込んだプログラムパッケージを開発した（パ
ッケージ名は PreConMat）。 
 
(3) コンパクトアトラクタの図形データ 
 状態空間に埋め込まれた正規 CW 複体を表
現するデータをその図形データとよぶ。正規
CW 複体の二つの埋め込みはそれらがアンビ
エントアイソトピーで移り合うならば、状態
空間において同じ位相幾何構造を持つと定
めておく。図形データは異なる位相幾何構造
の埋め込みを完全に区別できる必要がある。
この課題では図形データの詳細とその作成
アルゴリズムを明らかにした。 
 まず、Z2係数結合行列から非負整数（Z+）
係数の結合行列を生成する（多様体のみを問
題とする Morse ホモロジーと異なり、Morse
ホモロジーの結果を単純には適用できない
ことに注意する）。これをZ2係数結合行列の
詳細表現とよぶ。0-セルの除去によって分離
する連結成分の閉包を図形とする部分複体
をユニットとよぶ。詳細表現から対応するCW
複体のユニット分解が得られる。再帰的に各
ユニットのユニット分解も得られる（サブユ
ニットとよぶ）。補空間の自明性に関する仮
定のもとで、各ユニット毎に 0-骨格から 1-
骨格、k－骨格から(k+1)-骨格を作る過程をア
ルゴリズム化した。以上を図形データの生成
プログラムパッケージmkFigDataとして集約
した（アルゴリズムの複雑さは当初の想定を
遥かに超えたため、事態の単純化のために最
初に多くの仮定を設け、プログラムを改訂す
る毎にそれらの仮定を取り除くという手順
をとった。また、3 次元以上におけるアルゴ
リズムの検証は課題として残った）。 
 
(4) 同伴 Morse-Smale 関数の解析 
 まず、２次元空間に埋め込まれた正規 CW
複体を考察する。その 1-骨格にはそれに随伴
する交代結び目・絡み目が存在する（1-骨格
をグラフとみなせば、その双対グラフに対応
する）。その射影図は元のCW複体に同伴する
自己指数付きMorse-Smale関数のサドル点を
通る等高線と一致する（その Morse-Smale 関
数の負の勾配系のコンパクトアトラクタは、
適当な Rieman 計量のもとで元の CW複体の位
相幾何構造をもつ）。 
 結び目・絡み目の射影図に対して A-分離お
よび B-分離という操作から交点をもたない
絡み目の射影図が得られる。これはステイト
とよばれて、絡み目の Kauffman ブラケット

の算定に際して現れる。交点数を rとすると
ステイトは 2の r乗個存在する。双曲点にお
ける値が全て異なるようなMorse-Smale関数
を単純という。単純な Morse-Smale 関数の二
つの等高線に囲まれた領域はコボルディズ
ムである。ただひとつの双曲点をもつコボル
ディズムを初等的とよぶ。 
 単純なMorse-Smale関数は初等コボルディ
ズムのみによる状態空間の分解をもつ。その
分解はr個のステイトの組合せで表現できる。
その総数は r!だけある（吸引点と反撥点の高
低差を無視）。単純 Morse-Smale 関数による
初等コボルディズム分解を具体的に表すデ
ータを Morse-Smale 関数データとよび、その
詳細を検討した。そして、コンパクトアトラ
クタの図形データからこの関数データを算
定するアルゴリズムを検討した（開発プログ
ラムパッケージは mkMSFData）。高次元の場合
には、結び目・絡み目に対する A-分離および
B-分離の代わりに、Morse 再構成（位相的手
術）および逆 Morse 再構成（位相的逆手術）
を用いればよいことが判明しているが、アル
ゴリズム化に際しては高次元特有の困難が
ある。 
 
(5) Morse-Smale 関数の生成 
 Morse-Smale 関数データはその関数を位相
幾何学的に特徴づける。本研究で必要とされ
るMorse-Smale関数にはそれ以外に満足する
べき定性的な性質や定量的な条件がある。勾
配的 Morse-Smale 制御系の設計のためには、
この関数が同時に制御 Lyapunov 関数でなけ
ればならない。また、設計された閉ループ系
の確認・検証のためには（C.C.Conley の意味
の）Lyapunov 関数である必要がある。 
 状態方程式が入力アファイン形式の場合
について、Morse-Smale 関数が同時に制御
Lyapunov 関数であるためのいくつかの必要
条件が得られた。初等コボルディズム上に制
御則が存在するための条件については引き
続き検討が必要である．関数の等位面の数値
データと双曲点の周辺の局所的な形状デー
タを与えて制御Lyapunov 関数や Lyapunov関
数を決定する問題は、陰関数の決定問題と同
様の解曲面の不安定化に関連する現象を如
何にして回避するかが重要な課題である（望
まない位置に特異点が発生することが多い）。
そのための方策としてGrobner基底を用いる
方法を検討し、プロブラムパッケージ
（mkMSfunc）に組み込んだ。 
 
(6) その他のプログラムパッケージの開発 
 対称性の概念に基づく台車振子系の設計
条件の探索（gcdDP）、同じく２重振子系の設
計条件の探索（gcdCP）、状態方程式の対称性
の解析（stSym）を行うプログラムパッケー
ジの開発を行った。これまでに述べたプログ



ラムパッケージと併せて、公開のための準備
を進めている。 
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