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研究成果の概要（和文）：Ｈ行列法ライブラリHACApKの高機能化に関する研究を行った。H行列生成に動的負荷
分散を導入し、H行列・ベクトル積計算に対してGPU向けアルゴリズムの開発・実装し、混合精度演算を導入した
計算法を確立した。これらの新手法を用いた実装は、既存実装の数倍～十数倍の高速化を実現した。従来H行列
に比べて効率的な演算・通信パターンを構築可能な新しい低ランク構造行列法である格子H行列法を提案した。
数千プロセスを用いた実験では格子H行列・ベクトル積計算は既存実装の数十倍高速化を達成した。格子H行列に
基づくLU分解法を開発し、BLR行列（単純な格子H行列）のQR分解法を開発した。これら分解手法の並列化も行っ
た。

研究成果の概要（英文）：In this study, we enhanced the HACApK, which is a library for H-matrices: 
the dynamic load balancing technique is introduced for H-matrix generation, and algorithms of 
H-matrix-vector multiplication for GPU computing and mixed-precision computing are developed and 
implemented. These new implementations are several to ten times faster than existing HACApK. We 
proposed a novel variant of low-rank structured matrices, called “lattice H-matrices”, which allow
 the construction of efficient operation and communication patterns compared to the conventional 
H-matrices. In numerical experiments for performing H-matrix-vector multiplications, the lattice 
H-matrices is several tens of times faster than the normal H-matrices when several thousand 
processes are used. Moreover, we developed an LU decomposition method based on the lattice 
H-matrices, and a QR decomposition method for the BLR matrices which is a simple version of lattice 
H-matrices. We also proposed their parallelization algorithms.

研究分野： 高性能計算

キーワード： 近似計算　低ランク　H行列法　ライブラリ　アルゴリズム　並列計算　高性能計算　ハイパフォーマン
スコンピューティング

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で高機能化を行ったH行列法ライブラリHACApKは、多くの科学技術シミュレーション（超電導解析、地震
波動解析、マイクロマグネティクス計算など）で利用されている。本研究の成果として、HACApKを利用している
科学技術計算を、GPUなど最新アーキテクチャを搭載したスパコンにおいても効率よく行うことができるように
なる。また、従来のマルチコアCPUクラスタにおいても、さらなる解析の大規模化・高速化を達成できる。
HACApKはソースのWeb公開や講習会開催を通して広く普及を図っており、本研究の成果は科学技術計算の発展に
大きく寄与する。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１。研究開始当初の背景 

Ｈ行列法は、積分方程式法(境界要素法)やＮ体問題に現れる密行列に対する近似手法の一種
である。密行列を扱わなければならないことは、大規模計算を行う上では大きな制約となるが、
Ｈ行列法を採用することにより、その制約を外すことができる。2014 年以降、Ｈ行列法の適用
範囲拡大に関連した研究論文が欧米を中心に急増しており、応用数学およびＨPC の分野で最も
注目されている研究領域の一つである。しかし、国内からの関連論文は、申請者らが発表した論
文を除くとほとんどなく、当該研究領域の国際水準に遅れをとっていた。 

伊田(代表)らは、2012 年にＨ行列法ライブラリ「ＨACApK」を開発・公開した。国外には
Ｈ行列法ライブラリは幾つか存在したが、当時 MPI/OpenMP ハイブリッド実装を採用している
ものはＨACApK のみであった。これにより、マルチコア CPU を搭載した分散メモリ並列計算
機の性能を存分に引き出すことができるようになった。地震サイクル解析、量子化学計算など、
幅広い分野の実用アプリケーションにＨACApK は適用され、分散メモリ並列計算機とＨ行列法
の併用による超大規模解析を実現した。 

研究開始当初、ＨACApK の更なる機能拡張・性能向上に関する重点課題として次の 2 つが
あった。一つ目は、Ｈ行列法の適用範囲拡大である。当時のＨACApK の機能は、Ｈ行列生成お
よびＨ行列・ベクトル積に限定されていた。LU 分解など他の線形演算法を開発・実装する必要
に迫られていた。二つ目は、次世代スパコンへの対応である。上述の通り、ＨACApK はマルチ
コア CPU を搭載したクラスタ型計算システムを想定して設計されており、メニーコア CPU や
GPU でも動作はするが、十分な性能を引き出すためにはハードウェア特性に合わせて並列化ア
ルゴリズムを見直しやコードの最適化を行う必要があった。 

 
２。研究の目的 

本研究では、電磁場解析・地震サイクル解析・量子化学計算などの大規模計算に利用される
Ｈ行列法ライブラリＨACApK の高機能化を研究目的とする。行列・ベクトル積計算の高速化に
限定されていた機能を、行列の近似 LU 分解や近似逆行列計算に拡張する研究を行う。これらを
反復法線形ソルバの前処理に適用し、反復法の高速性を保ちつつ堅牢化を実現する。更に、既存
の ACA 法以外の低ランク行列近似手法をＨ行列の部分行列近似に適用し、安定化を実現する研
究を行う。また、従来のＨ行列法ライブラリではメニーコア CPU や GPU などへの高性能実装
がなされておらず、他の手法に対する定量的な優位性が示されてこなかった。本研究では、メニ
ーコア・GPU クラスタ向けの高性能実装や動的負荷分散を導入し、大規模密行列解法の最速な
オープンソースコードとして公開することを目指した。 
 
３。研究の方法 

最新のスパコン上で、積分方程式法に基づく科学技術計算の効率的な実施に向け、Ｈ行列法
の適用範囲拡大とメニーコア・クラスタ向けＨ行列法コード開発を課題として、下記の項目につ
いて研究を行った。 
・研究課題 (1) ＨACApK を用いた近似行列分解計算 

分散メモリ並列計算環境におけるＨ行列計算の改善に取り組む。最大の課題である通信パタ
ーンの効率化を検討する。その上で、Ｈ行列の行列分解に取り組み、近似 LU分解および近似 QR
分解を行う計算手法を開発する。これらの分解手法を実装し、数値実験を行う。近似精度および
計算コストについて調査し、開発手法の有効性を確かめる。 
・研究課題 (2) ＨACApK への FMM 技術の導入および FMM コードの結合 

計算核不依存型 FMM(KIFMM)をＨACApK で扱うカーネルに対応させる。KIFMM では擬似チャ
ージを FMM セルに外接する球殻上に分布させる必要がある。高精度を達成しにくい欠点の改良
をめざす。多重極展開・局所展開の変換行列を保存しインタラクションの対称性を利用して GEMM
に落とし込む手法を開発し、GPU 実装に取り組む。  
・研究課題 (3) GPU を用いたＨ行列法計算コードの開発 

SMP クラスタ向けに開発してきたＨACApK コードを元に、GPU 向けのコードの開発を行う。
特に、GPU を用いたＨ行列ベクトル積に注目し、従来より高速な実装の実現に向けたコード開発
に取り組む。さらに、開発した GPU 向け Ｈ行列ベクトル積を活用し、Ｈ行列を用いた連立一次
方程式の解法の高速化を目指す。 
・研究課題 (4) CPU 向けＨ行列・ベクトル積計算の最適化 

Ｈ行列ベクトル積のスレッド並列処理について、その改善に取り組む。ＨACApK ライブラ
リに含まれる従来の実装の他に、動的負荷分散利用を含む様々な方式を実装し、それぞれ性能評
価を行う。また、Ｈ行列ベクトル積の高速化について、混合精度演算を用いる方法について研究
を行う。Ｈ行列内の部分行列の一部を単精度化し、計算の高速化、精度の悪化の程度について調
べる。 
・研究課題 (5) 動的負荷分散によるＨ行列計算の高速化 

Ｈ行列生成処理のうち、行列の区分けを表現する木の構築処理の並列化に取り組む。生成す
べき木は不規則な構造を持つため、ループ並列等での単純な並列化では良好な性能は得られに
くい。そこで、タスク並列言語（Tascell、 Cilk Plus）による動的負荷分散機能を用いた並列化
を行う。静的負荷分散場合との計算速度比較を行い、有効性を検証する。 
 



 
４。研究成果 
（１）格子Ｈ行列法 

分散メモリ並列計算環境におけるＨ行
列計算の改善に取り組んだ。効率的な通信パ
ターンを構築することが最大の課題であっ
たが、BLR 行列の持つ規則性をＨ行列に導入
することにより解決した(図(1)-1)。この新
手法（格子Ｈ行列法）は、Ｈ行列法の高圧縮
性と BLR 行列の利便性を併せ持つ画期的な
手法と言える。 

図(1)-2 に、従来のＨ行列法と格子Ｈ行
列法を用いて行列・ベクトル積計算をした際
の並列計算性能を比較した結果例を示す。従
来Ｈ行列法については、公開版ＨACApK を
使用した。従来Ｈ行列法では、約 100MPI プロセ
スあたりで速度向上の限界に達している。この原
因は計算負荷の不均衡と考えられる。それに対し
て、格子Ｈ行列法では少なくとも 3、600MPI プロ
セスまで速度向上が観測された。使用 MPI プロセ
ス数が少ない時(約 80MPI プロセス以下)には、従
来の階層型行列法の方が速かった。この原因は、
格子構造の導入によるメモリ使用量の増加の影
響と考えられる。使用 MPI プロセス数が多くなる
と、格子階層型行列法は従来法より優位に速く、
3600MPI プロセス使用時の計算時間は、従来法の
1/20 程度であった。 
 
 
（２）低ランク構造行列の近似行列分解法の開発 

研究開始当初、ＨACApK ライブラリが有する機能は、H 行列生成および行列・ベクトル
積計算に限定されていた。科学技術計算に必要な様々な演算に対応すべく、ＨACApK の機能を
拡張する研究を行った。 

H 行列を含む低ランク構造行列に対し、厳密な行列分解を行うと分解結果行列は密行列と
なり、低ランク構造行列を用いる利点が失われる。そこで本研究では、行列分解を近似的に行い、
分解結果行列を低ランク行列として計算する方針を取った。その際、分解結果行列に対して、次
の２つの条件を課した： 

C1:分解結果行列は分解元行列と同じ行列分割構造を有する（図(2)-1） 
C2:分解結果行列の低ランク部分行列のランクは、対応する分解元低ランク部分行列のランク

と同じランクである 

上記の方針に基づき、格子 H 行列に対する近似 LU 分解法および BLR 行列に対する近似
LU 分解・近似 QR 分解のアルゴリズムを開発した。密行列の場合、LU 分解および QR 分解の
計算コストは O( )であるが、開発した格子 H 行列の近似 LU 分解は O( log )、BLR 行列の
近似 LU 分解・近似 QR 分解は O( )の計算コストであると見積もられる。 

開発したアルゴリズムについて、分散メモリCPUクラスタ上で実装し、数値実験を行った。
実験の結果、計算コストは見積もり通りであることが確かめられた。図(2)-2 に BLR 行列を近似
QR 分解した際の計算時間を示す。BLR 行列の密行列に対する近似精度（図中では e-4,e-6,e-8）
に応じて、精度が高いほど計算時間が多くかかるが、いずれの精度でも行列サイズを大きくして
行った際に計算時間の増加は O( )に収まっていることが分かる。また、近似分解の精度は、近
似元低ランク構造行列の密行列に対する近似精度程度であることが分かった。図(2)-3 に BLR 行
列の近似 QR 分解結果行列の直交性を調べた結果を示す。 



 

 
（３）GPU を用いたＨ行列・ベクトル積の高速化 

Ｈ行列を用いた連立一次方程式の解法の実行時間に大きな影響を及ぼすＨ行列・ベクトル
積について、GPU を用いて高速に行う手法の開発に取り組んだ。Ｈ行列・ベクトル積は多数の小
さな行列・ベクトル積によって構成されており、従来から BLAS Level、2計算ライブラリが提供
している行列・ベクトル積関数によって正しい結果を得ることができる。しかし、従来の計算法
では 1つの行列・ベクトル積を 1つの GPU カーネルが担当するため、GPU 上の多数の計算コアを
使い切れなかったり、GPU カーネルを起動する回数が多いことがオーバーヘッドになるため、高
い性能を得ることができない。 
そこで本研究では、多数の行列・ベクトル積計算を一括して計算する方法を実装した。これは

BatcＨed BLAS と呼ばれる近年注目されている計算手法と同様のアイディアであるが、我々は
GPU 上の計算コアが多数の行列・ベクトル積をどのように担当するかについて様々なパターンを
検討し、我々が用いるＨ行列・ベクトル積計算に適した GPU カーネル構成を求めた。NVIDIA Tesla 
P100 にて性能評価を行った結果、Ｈ行列の構成によって最適な GPU カーネル構成は異なる（実
験に用いた全Ｈ行列にて常に最速である GPU カーネル構成はなかった）ことを確認し、さらに複
数の GPU カーネルを組み合わせた合成カーネルを実装することで常にほぼ最速の性能が得られ
ることを示した。また、一般公開されている BatcＨed BLAS 実装のひとつである MAGMA BLAS と
比較し、最大で約 82%の実行時間削減を達成した。 
 

（４）混合精度演算を用いたＨ行列・ベクトル積の高速化 
従来、様々な計算科学や解析において、物理量は倍精度の変数を用いて表現されることが

多く、ＨACApK ライブラリも倍精度演算を基本に実装されている。本研究では、Ｈ行列・ベクト
ル積演算において、低精度演算、具体的には単精度演算を取り入れることにより、解析の高速化
を行うことを試みた。 
Ｈ行列は、多数の部分行列により表現され、それらの部分行列は密行列と低ランク行列の二つ

のクラスに分けられる。この内、全体のデータ量としては低ランク行列が支配的であることが多
く、またどれだけ多くの部分行列が低ランク化されているかが、Ｈ行列の有効性の指標であると
も言える。即ち、より多くの部分行列がより低いランクを持つ行列で近似表現された場合、元の
密行列（Ｈ行列による近似の対象となっている行列）に対するデータ圧縮効果や演算低減効果が
大きくなる。そこで、本研究では、低ランク部分行列に対して単精度演算を導入することで、さ



らなるデータ圧縮や高速化を図ることとした。 
 Ｈ行列において、低ランク部分行列 は部分行列のサイズが s×tであるとき、以下のような
s×k、k×t (k<<s、 t)の二つの長方行列 、 の積により表される。 

= ∙  
ここで、我々は部分行列への単精度演算の導入手法として以下の 3つの方式を提案した。1番目
の方式では、単純にすべての低ランク行列のデータを単精度化する。しかしながら、本方式では、
Ｈ行列の近似度が大きく低下することが懸念される。特に、低ランク行列内の要素の値が単精度
で表現可能な範囲を超えた場合、その精度劣化は顕著なものとなると予想される。そこで、本研
究では、新たに混合精度演算向けのデータ構造を提案し、それに基づいた混合精度演算Ｈ行列・
ベクトル積手法を開発した。これが本研究における 2番目の方式である。本方式では、まず低ラ
ンク行列を構成する 、 をスケーリングし、そのスケーリングファクタを対角行列として表
現することで、部分行列を以下の様に表す。 

= ′ ∙ ∙ ′ 
 
ここで、 は k×kの対角行列である。本方式を取り入れることにより、単精度表現導入に伴う
精度劣化を軽減することができる。すべての低ランク部分行列に対して、上記のデータ構造の変
換と単精度化を行うのが第 2方式である。 
 本研究ではさらに高度な単精度データ・演算導入手法として、 の要素の値に着目した方式
を 3 番目の方式として提案した。本方式では、 において要素の絶対値が相対的に小さいもの
を取り出し、これらの要素に対応する ′、 ′の行および列のみを単精度化する。このことによ
り、全体の計算に対して与える影響が大きい要素データを倍精度のデータとして維持し、計算精
度の劣化の度合いを低減させる。 
 本研究では、提案した方式に基づくＨ行列・ベクトル積手法を電磁場境界要素解析上で評価し
た。同解析で用いる反復線形ソルバである BiCGSTAB 法において、単精度化による 1反復当たり
の高速化と計算精度の劣化に伴う反復回数増大のトレードオフについて評価した。単精度化を
行った場合、BiCGSTAB 法の主要計算核である行列ベクトル積におけるメモリ、CPU 間のデータ転
送量を削減することができる。一方で、Ｈ行列の近似度が下がるため、一般に反復法の収束性が
低下し、収束までに必要な反復回数が増大する。本研究では、数値実験により本トレードオフに
ついて評価したが、従来の倍精度データ・演算に基づくＨ行列を利用した場合と比べて約 1.5 倍
の高速化を達成し、Ｈ行列ベクトル積の混合精度演算化の有効性、及び提案手法の有用性を示し
た。 
 
（５）動的負荷分散を用いたＨ行列分割構造生成の高速化 

Ｈ行列の生成処理は、行列を部分行列に分割する分割構造生成処理とその各部分行列の要
素を求めるフィル処理の 2 ステップにより行われる。フィル処理については効率良い並列実装
が複数提案されているが分割構造生成処理については例がないため、本研究ではこの並列化に
取り組んだ。 
分割構造生成は、N体問題で扱う粒子間の距離などに基づいて木構造を生成することにより達

成されるが、ここで扱う木構造が不規則であるため、生成を担当する部分木を事前に各コアに割
り当てるような古典的な並列化手法では負荷不均衡が起こり十分な並列性能が得られない。そ
こで本研究では、担当部分木を動的に割り当てる動的負荷分散手法を採用し、またそのような動
的負荷分散を効率的かつ比較的小さいプログラミングコストにより実現可能なタスク並列言語
により実装を行った。本実装の特徴は、再帰呼び出し間と再帰呼び出し内の両方に並列化を適用
するハイブリッド並列を採用した点にある。こ
れにより、各再帰ステップ内の処理量が比較的
大きい今回の木構築処理においても高い並列
性能を得ることができる。 
具体的には公開版ＨACApK のＨ行列生成部分

を、比較のため Tascell と Cilk Plus の 2種類
のタスク並列化言語を用いて実装した。境界要
素法の係数行列（密行列で約 1 億×1 億要素）
のためのＨ行列分割構造生成を、2つの 18コア
Xeon プロセッサを持つ計算ノードを用いて並
列実行した場合で、C 言語による逐次実装に対
して約 14.5 倍の性能向上を達成した。 
 

図(5)-1 分割構造生成処理の並列性能 
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