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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，古典から現代に渡る《数え上げ幾何学》の基礎付けを探求するもの
である．とりわけ，代数多様体の間の固有射に対する「多重特異点跡を表す普遍多項式（トム多項式）の存在」
は長い間，重要な未解決問題であった．本研究において，トム・マザー理論，ヒルベルト・スキーム，代数的コ
ボルディズムおよび代数的コホモロジー作用素を駆使した新しいアプローチにより，この問題の肯定的解決を部
分的に完成させた．

研究成果の概要（英文）：This research project aims to give a firm foundation of Enumerative Geometry
 from Classics to Modern. In particular, the existence of universal polynomials for 
multi-singularities of proper maps (Multi-singularity Thom polynomials) has long been an important 
unsolved problem so far. We could partly give an afirmative solution to this problem by our novel 
approach using Hilbert schemes, algebraic cobordism and algebraic cohomology operations. 

研究分野： 幾何学

キーワード： 写像の特異点論　特性類理論　ヒルベルト・スキーム　代数的コボルディズム　応用代数幾何

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
古くはアポロニウスの円の問題から現代の弦理論にまで関わる《数え上げ幾何学》は，未だその厳密な基礎付け
が完成されていないと言える．とりわけ，「多重特異点跡を表す普遍多項式（トム多項式）の存在問題」は重要
な未解決問題であって，本研究において，この肯定的解決を部分的に完成させた．これは数学のみならず，数理
物理や工学分野への波及効果が期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景

代表者は長らく写像の特異点論および特異代数多様体に掛かる特性類理論について研究を続けてきた．特に

古典から現代に渡る数え上げ幾何学（enumerative geometry）の基礎付けとして，いわゆる Thom多項

式理論の構築と完成を目指している．以降，多様体と書くときは非特異な代数多様体を意味し，特異多様体と

は特異点を許容する通常の代数多様体（variety）を意味するものとする．ここでは簡単のため，基礎体は複素

数体 Cとする．著名な《ヒルベルトの第 15問題》を雑駁に述べれば，「19世紀古典数学における数え上げ幾

何学の基礎づけを厳密に与えよ」という問いである，いわゆる《シューベルト・カルキュラス》はグラスマン

多様体や旗多様体などのコホモロジー環の構造に関する理論全般の総称であって，現代においても発展してい

る分野である．シューベルトは彼が発見したこの記号計算を道具に，様々な古典的数え上げ問題を大胆に解い

てみせた．しかし，現在の観点からは厳密性に問題があった．この厳密化は，代数多様体の交叉の理論あるい

は方程式の変数の消去理論と位置づけられ，20世紀中葉のヴェイユやグロタンディークらによる代数幾何の

基礎付けを経て，80年代のフルトンらによる代数幾何的交叉理論の完成をもってひとまずは解決したと見る

向きが多い．しかし，以下で述べる《多重特異点の数え上げ問題》は，19世紀のシューベルトらの数え上げ幾

何学の核心的課題のひとつであるにもかかわらず，現在に至るまで包括的な理論的考察がなされていない．

多様体間の射 f : X → Y の特異点とは，df の階数が最大でない点 p ∈ X およびのその点における写像

芽 f : (X, p) → (Y, q) を指す．特異点は座標変換芽による様々な分類がなされている．また，多重芽とは，

その像が一致ような X の複数の点における写像芽 f : (X,S) → (Y, q) を意味する（S = {p1, · · · , pr} ⊂
X, f(pi) = q (∀i)）．特異点跡はX および Y の（特異）部分多様体であり，その特異点跡の次数あるいは個数

を ‘数え上げること’が我々の課題である―これは数え上げ幾何学の数多ある問題に低通する原理の探求であ

る．しかし，多重特異点の数え上げは X 上の特異点の配置が関わるために本質的に難しく，とりわけ後述す

る《トム・カザリアン予想》は数十年来の未解決問題であり，現在でも大いに関心を持たれている．例えば，

弦理論等で著名な ゲッチェ予想は，最も単純な r 重 A1 特異点型に関する普遍多項式 n(Ar
1)から導かれる．

２．研究の目的

弦理論に触発された《数え上げ幾何学》の問題の多くは，19世紀古典の射影代数幾何における数多ある数え

上げ問題と同様に，代数多様体間の固有射 f : X → Y の多重特異点の数え上げに帰着する―これらは，単に

特異点の局所分類だけでなく X 上の点配置が関わるために，実はたいへん難問である．本課題では，ヒルベ

ルト・スキームを用いた点配置空間のコンパクト化とトム・マザーの特異点理論を融合させて，代表者による

同変特異チャーン類理論さらに代数的コボルディズムを援用することで，長らく懸案であったカザリアン予想

―多重特異点に関する数え上げ普遍多項式の存在―の証明を目指す．また，同変特異チャーン類の量子シュー

ベルト算法への応用や関連問題を探求する．

以降，X,Y を複素多様体（あるいは標数 0の代数閉体上の非特異代数多様体で dimX = m，dimY = l =

m + κ とする．有限確定写像芽 f : (X, p) → (Y, q) のイデアルを If := f∗mY,qOX,p + m
kf+1
X,p で定義する

（ここで kf は確定次数の最小値）．座標変換芽による多重芽 (X,S) → (Y, q)の同値類を多重特異点型という．

|S| = r（r 個）のとき，多重特異点型を η = (η1, · · · , ηr)等と記す．重複度を n(η) :=
∑

dimOX,pi
/Iηi

と

し，η の Ke 余次元を ℓ(η)と記す．写像 f : X → Y に付随する商チャーン類 ci(f)とは

c(f) := 1 + c1(f) + c2(f) + · · · = 1 + f∗c1(TY ) + f∗c2(TY ) + · · ·
1 + c1(TX) + c2(TX) + · · ·

で定義される．さらにランドウェーバー・ノヴィコフ類（LN類）とは

sI = sI(f) := f∗(c
I(f)) = f∗(c1(f)

i1c2(f)
i2 · · · )

あるいはその引き戻し f∗sI で定義される．カザリアン予想とは，多重特異点跡が商チャーン類およびランド

ウェーバー・ノヴィコフ類の多項式として一意的かつ普遍的な表示を有する，という主張である．ここではそ

の一部を紹介する．

カザリアン予想・特異値跡版 （2003）任意の安定多重特異点型 η に対して，帰納的に次を満たす普遍同次

チャーン多項式
Rη =

∑
aI(η)c

I ∈ Q[c1, c2. · · · ]



（|I| = ℓ− κ）が唯一存在する：任意の固有射 f : X → Y（κ = dimY − dimX）に対して Y 上の η型特異値

跡類 nη(f) ∈ CHℓ(Y )Q は次の表示を持つ

nη(f) =
∑

f∗(RJ1
) · · · f∗(RJs

). (1)

ここで，右辺の和は {1, · · · , r}の順序付きの空でない部分集合への分割 {1, · · · , r} = J1 ⊔ · · · ⊔ Js (s ≥ 1)

すべてに関するもので，各 J = {j1, · · · , jk} について，RJ は R(ηj1 ,··· ,ηjk
) に ci = ci(f) を代入したもので

ある．(1) 右辺の普遍多項式を多重特異点型 η に対するトム多項式と呼ぶ．（定義域 X の η 型特異点跡類

mη(f) ∈ CHℓ−κ(X)Q に関する予想については省略する．）

３．研究の方法

手法面で大きく分けて２つの内容に分かれる．

（１）多重特異点跡Mη(f) ⊂ X および多重特異点跡類 mη(f) ∈ CHℓ−κ(X)Q と多重特異値跡 nη(f) ⊂ Y お

よび多重特異値跡類 nη(f) ∈ CHℓ−κ(Y )Q の厳密な定義を（順序付き点の）ヒルベルト・スキームX [[n]] を通

して与える．

いままでの写像の特異点論研究のなかで，任意の固有射 f : X → Y に対するX 上の η型多重特異点跡およ

び Y 上の η 型多重特異点跡それ自体が，代数的スキーム構造を伴う形では厳密に定義されていなかった．ま

ずこの多重特異点の取り扱い自体をその基礎からすべて築くことから始めた．これは《数え上げ幾何学》の基

礎付けがフルトン・マクファーソンの仕事後であっても未完である理由そのものに関わる．つまり，X の点配

置空間の問題である．

点配置空間のコンパクト化としてはヒルベルト・スキーム X [[n]] が最も有望であるが，X [[n]] は関手的によ

い振る舞いをする一方で，dimX ≥ 3で n ≥ 4であれば特異点を有するために解析するのがとても難しい代

数多様体である．これが今までの数え上げ幾何学の現代史の中で《一般の４重点公式》以降が全く手つかずで

得られていない最大の原因と言ってよい．90年代前半まで，X [[n]] の特異点解消や滑層構造の研究があったが

（ゲッチェの学位論文など），その後はほぼ裁切れてしまっていた．本研究では，ヒルベルト・スキームと写像

の特異点論（トム・マザー理論）の融合を最初に着手する．

（２）代数的コボルディズム Ω∗ と代数的コホモロジー作用素の理論を用いて，多重特異値跡類 nη(f) ∈
CHℓ(Y )Q の普遍多項式表示（トム多項式表示）の存在を示す．

複素コボルディズムMU∗ の代数幾何版として，レビン・モレルおよびレビン・パンドハリパンデにより

2000 年代に導入された一般有向コホモロジー論である代数的コボルディズム Ω∗ を用いる．任意の固有射

f : X → Y に対して多重特異値跡類 nη(f) ∈ CHℓ(Y )Q を対応させる仕方は，実は f の代数的コボルディズ

ム類のみによること，つまり
nη : Ωκ(Y ) → CHℓ(Y )Q

が well-definedであって，さらにこれが代数的コホモロジー作用素であることを示す．

４．研究成果

上記（１）について，マザーの多重拡張写像の「コンパクト化」として，ヒルベルト拡張写像

f [[n]] : X [[n]] → (X × Y )[[n]]

を定義し，これが正則埋め込みであることを示した．そこでフルトン・マクファーソンの代数幾何的交叉理論

を通して，多重特異点跡類等を厳密に定義した．これは多重芽：f : (X,S) → (Y, q)の局所幾何の解析に向け

た新しい道具を与えるだろう（たとえばモンド予想に向けた具体的計算など）．

（２）について，まず（１）の結果を経て，上記の写像 nη が代数的コホモロジー作用素であることを示し

た．ここに Ω∗ の定義における二重点退化関係式に関する独自のアイデアが盛り込まれている．さらにヴィ

シックの結果（あるいは複素コボルディズムにおけるコホモロジー作用素理論）を駆使することで，作用素

[f ] 7→ nη(f)が有理数係数の LN類の多項式で一意的に表示できることを示し，上記のカザリアン予想（特異

値跡版）の解決を与えた．但し，上記では省いた「定義域 X 上の多重特異点跡類mη(f)に対する予想」のほ

うは未解決であって，これは将来の課題である．



代数的コボルディズムに依拠する我々の解法は，さらにヴォエヴォドスキー・モレルによるモティヴィック

ホモトピー理論（A1-ホモトピー理論）との関係性を強く示唆するものであって，内容的に深いものに繋がっ

ている．

応用として，ハレ大学院生の S. ネカルダ氏との共同研究として，空間曲線の接線織面やセカント曲面など

の由緒ある古典的な対象に関する次数の数え上げ公式を多重特異点のトム多項式理論を用いて，かなり精密に

導出した．これは 19世紀古典および 20世紀の高度な抽象化と 21世紀の計算機科学の３つの側面を有する研

究とみなせる，これから，本研究課題の応用工学分野への波及効果も期待される．

この他，研究分担者の池田岳教授（早大）は量子 K理論的シューベルトカルキュラスの研究進展させ，研究

分担者の諏訪立雄名誉教授（北大）は，チェックドルボ―・コホモロジー（諏訪理論）の研究を深化・発展さ

せた．
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